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1 Wstep 3

1 Wstep

Program NUMPRESS-Flow jest jednym z dwoch programéw dostepnych w systemie NUM-
PRESS, stuzacych do numerycznej symulacji proceséw tloczenia blach. W przeciwienistwie do
programu NUMPRESS-Explicit, w ktérym zastosowano tzw. jawne sformulowanie dynamiki,
W omawianym programie zastosowany jest schemat niejawnego catkowania po czasie z pomi-
nigciem efektow dynamicznych. Poniewaz takie sformutowanie — petnej quasi-statycznej ana-
lizy procesu plastycznego ptynigcia — jest bardzo kosztowne numerycznie, zastosowano tu tzw.
stformutowanie predkoSciowe [7, 8, 1], w ktérym pomija si¢ efekty sprezyste w deformacji ma-
teriatu ttoczonego arkusza blachy. Stosuje si¢ wigc uproszczone, sztywno-plastyczne rownanie
konstytutywne, w ktérym catkowite naprgzenie jest funkcja predkosci odksztatcenia plastycz-
nego (czyli — wobec przyjetych zalozen — catkowitej predkosci odksztatcenia). Ze wzgledu
na stabilno$¢ numeryczng procedury obliczeniowej, konieczne jest dodatkowe uwzglednienie
efektow lepkich w deformacji plastycznej, zwykle pomijanych w innych, typowych sformuto-
waniach analizy takich procesow.

Przy takich zalozeniach otrzymujemy sformutowanie, ktére jest w ogdlnym przypadku
szybsze (tj. mniej kosztowne obliczeniowo), niz jawne sformutowanie dynamiki, zastosowane
w programie NUMPRESS-Explicit. Cena, jaka trzeba zaplaci¢ za t¢ zalete, jest przyblizony
charakter wynikéw. W szczegdlnoSci, pominigcie efektéw sprezystych uniemozliwia efek-
tywna analiz¢ zjawiska sprezynowania powrotnego. Nie jest tez mozliwe wlasciwe okreSlenie
naprezen, jesli predkosci odksztatcenia sa bliskie zeru. Taka sytuacja ma miejsce np. w nie-
ktérych obszarach blachy pod dociskaczem, ulegajacych tylko nieznacznym deformacjom. Po-
nadto — w chwili zakonczenia procesu ttoczenia, przy analizie programem NUMPRESS-Flow
konieczne jest takie sterowanie warunkami brzegowymy, by nie dopusci¢ do wyzerowania np.
predkosci stempla (co skutkowatoby wyzerowaniem predkosci odksztalcenia w catym obszarze
blachy). Praktyka pokazuje réwniez, ze w celu zapewnienia zbieznosci obliczen, w wielu zada-
niach konieczne jest sztuczne zawyzanie wartosci wspotczynnika odpowiedzialnego za efekty
lepkie, co sprawia, ze napr¢zenia w modelu blachy sa rowniez zawyzone (nalezy jednak zazna-
czyC, ze nie wpltywa to w istotnym stopniu na wartosci odksztatcen i rozktadu grubosci — a to
wlasnie te wyniki sa zwykle najbardziej interesujace dla uzytkownika programu).

Reasumujac, program NUMPRESS-Flow stanowi efektywne narzgdzie do szybkiego, przy-
blizonego oszacowania wynikéw symulacji procesu ttoczenia. Takie narzedzie moze by¢ nie-
ocenione w sytuacji, gdy prowadzimy analiz¢ parametryczng i optymalizacj¢ procesu, kiedy to
niezbedne jest wielokrotne wywotywanie analizy z r6znymi wartoSciami wybranych parame-
trow wejsciowych. Pozwala to na szybkie odrzucenie projektow niespetniajacych wymagan i
dojscie do pewnego szacunkowego wyniku (lub obszaru wynikoéw) optymalnego. Oczywiscie
— do doktadnej analizy zagadnienia konieczne jest nastgpnie uzycie dokladnego narzedzia,
czyli programu NUMPRESS-Explicit.

Stormutowanie predkosciowe, jakkolwiek znane juz od lat 80. ubiegltego wieku, nie docze-
kato si¢ jak dotad zastosowan w komercyjnych programach analizy zagadnien duzych defor-
macji plastycznych. Przentowany program NUMPRESS-Flow jest najprawdopodobniej pierw-
szym takim zastosowaniem.
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2 Sztywno-lepkoplastyczny model konstytutywny

2.1 Sformulowanie rownan

Podstawowa cecha wyrdzniajaca program NUMPRESS-Flow z punktu widzenia modelowania
matematycznego procesOw tloczenia blach jest podejscie sztywno-lepkoplastyczne w mode-
lowaniu konstytutywnym materiatu arkusza blachy. Zastosowanie tego podejScia pozwala na
znaczne uproszczenie sformutowania w poréwnaniu z doktadnym modelowaniem sprezysto-
plastycznym lub sprezysto-lepkoplastycznym, co przejawia si¢ w znacznej redukcji czasu obli-
czen. Jego wada jest natomiast pominigcie efektow sprezystych, w szczeg6lnosci nie ma w tym
przypadku mozliwos$ci analizy tzw. sprgzynowania powrotnego.

Ponizej oméwimy podstawy tego modelu konstytutywnego. Ograniczymy si¢ do najcze-
Sciej stosowanego w przypadku metali sformutowania .J, Hubera—Misesa, ze stowarzyszonym
prawem plynigcia.

W modelach sprezysto-plastycznosci, zar6wno w zakresie matych jak 1 duzych odksztat-
cefi!, zasadne jest zatozenie o addytywnosci predkosci odksztatcen sprezystych i plastycznych,

. Ou; .e .
o (axj) AR M

(rézniczkowanie odbywa si¢ po wspétrzednych konfiguracji aktualnej, a uktad wspétrzednych
jest kartezjanski). Predkos$¢ odksztatcen sprezystych jest proporcjonalna do predkosci naprezen
Cauchy’ego, zgodnie z prawem Hooke’a,

Oy = Cz‘ejklé?j (2)

(gdzie (7, to tensor sztywnosci sprezystej), podczas gdy predkos¢ odksztalcenia plastycznego
wyraza si¢ wzorem

. 3e
8% = % Sij . (3)

W powyzszym rOéwnaniu s;; = 0;; — %Ukkéij jest dewiatorem tensora naprg¢zenia, naprezenie
zredukowane Hubera—Misesa jest jednym z jego niezmiennikéw, & = 4/ %sij 5i;, natomiast zre-

dukowana predkos¢ odksztatcenia plastycznego € = 4 /%éfjé% jest predkoscia parametru stanu
e = [ edt, opisujacego biezace zaawansowanie plastycznej deformacji materiatu. Ewolucja
tego parametru zalezy od stanu naprgzenia oraz jego aktualnej wartosci.

Jesli materiat jest plastyczny i nie wykazuje cech lepkich, warto$¢ € wyliczamy z warunku
powierzchni plastycznosci — w stanie uplastycznienia napr¢zenia musza przez caty czas spel-
nia¢ rOwnanie

f(oij,e) =0 —oy(€) =0 4)

gdzie oy (€) jest zadang funkcja wzmocnienia, opisujaca biezaca wartos¢ granicy plastycznosci
materialu (ktéra w ogdlnym przypadku rosnie wraz z rozwojem odksztatcenia plastycznego,
o, > 0). Zrézniczkowanie tego réwnania w czasie i podstawienie do poprzednich réwnan

prowadzi do réwnania
3

6 = ——5;:0i: . 5
€ 260§,8JU] %)

'Dla duzych odksztalceri konieczne jest tu jednak whasciwe zdefiniowanie obu predkosci odksztatcenia, tak,
aby nie sumowa¢ wielkoSci okreslonych na réznych konfiguracjach ciata.
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W przypadku materiatu lepkoplastycznego ¢ dane jest odrebng funkcja materiatowa g(7, €).
W niniejszych rozwazaniach ograniczymy si¢ do postaci potggowej tej funkcji, kojarzonej po-
wszechnie z nazwiskiem Perzyny,

= f(aij7é> %_ o % _
() o Gm) ez ©

(esli o < oy to € = 0). Widzimy wigc, ze w tym sformutowaniu warto$¢ naprezenia & moze
by¢ wigksza niz granica plastycznosci, a predkos¢ odksztalcenia plastycznego jest tym wigksza,
im bardziej o przekracza o, . W rownaniu (6) wystepuja state materiatowe: v in. Jeslin = 1
oraz y — 00, to réwnanie na ¢ jest zbiezne do réwnania nielepkiej plastycznosci (5).

Powyzsze sformutowanie, zaréwno dla materiatow plastycznych i lepkoplastycznych, opi-
suje zachowanie materiatu w stanie uplastycznienia. Jesli w jakimkolwiek punkcie materialnym
warto$¢ naprezenia zredukowanego o nie przekracza aktualnej wartosci oy, wowczas predkos¢
odksztalcenia plastycznego maleje do zera, éfj = 0, aréwnanie konstytutywne przybiera postac
sprezysta, £;; = €, 0y = CiipCij -

Podstawa sformutowania sztywno-lepkoplastycznego jest zatozenie, ze odksztatcenia spre-
Zyste sq pomijalnie mate w stosunku do plastycznych, wobec czego mozna uznac je za Zerowe.
W takim razie €;; = éfj i réwnania (1), (3) zostang zastapione przez réwnanie

36

5

Sij - (7)

lub _
= = o
Sij = ZGEU, G = - . (8)

3e
Ponadto pozostaja w mocy rownania (4) lub (6), w zaleznosci od typu materiatu — zatem
wielko$¢ o w rownaniach (7)—(8) powinna by¢ rozumiana jako

5= o, ©9)

a0

dla materiatu lepkoplastycznego.? Zwréémy uwage, ze predkosé odksztatcenia ma charakter
dewiatoryczny, €5, = 0, co oznacza, ze material jest nieSciSliwy, a pojawienie si¢ w nim dodat-
kowego stanu naprezenia hydrostatycznego typu o,; = ad;; nie spowoduje zadnej zmiany stanu
odksztatcenia. Taka wlasnos¢ bywa utrudnieniem w procedurach numerycznych, poniewaz pa-
rametr naprezenia hydrostatycznego staje si¢ wtedy dodatkowa niewiadoma w réwnaniach mo-
delu. Jednak jesli mamy do czynienia z cienka powtoka w ktorej panuje ptaski stan naprezenia,
parametr ten tatwo jest wyznaczyc¢, co pokazemy za chwile.

Zauwazmy, ze istnieje analogia migdzy réwnaniem (8) a réwnaniem konstytutywnym spre-
zystosci izotropowej. W tym ostatnim przypadku istnieje nastgpujacy zwiazek pomigdzy de-
wiatorycznymi czeSciami tensorOw naprezenia s;; 1 odksztatcenia e;; ,

dla materiatu plastycznego, lub

Sij = 2G€ij7 (11)

2W niektérych publikacjach, np. [8], spotyka sie nieco inng postaé zaleznosci (10), mianowicie & = oy + (%)n
Jest ona mniej wygodna, gdyz wspoétczynnik v ma tu bardzo skomplikowana jednostke miary. Z uwagi na jej
popularno$¢, wspomniana postaé krzywej lepkoplastycznosci zostata réwniez zaimplementowana w programie
NUMPRESS-Flow. Zastosowanie jej zamiast (10) powoduje konieczno$¢ wprowadzenia odpowiedniej zmiany w

wyprowadzonym dalej wzorze (21).



6 Program NUMPRESS-Flow. Podstawy teoretyczne

gdzie GG jest modulem sprezystosci na $cinanie. Sztywno-lepkoplastyczne rownanie (8) ma po-
dobna postad, tylko, ze zamiast dewiatorycznego odksztatcenia mamy (réwniez dewiatoryczna)
predkosé odksztalcenia, zas role modutu G petni wielko$é G, ktéra nazwiemy modutem lepkosci
materiatu. Wida¢ wigc, ze przyjmujac jako niewiadome pole predkosci, a nie przemieszczen
(jak w tradycyjnym podejsciu), mozemy sformutowaé problem ptynigcia za pomoca réwnan
znanych z teorii sprezystosci. Ten fakt w radykalny spos6b utatwia sformutowanie i jego pro-
gramowanie numeryczne, mozemy bowiem korzysta¢ ze znanych procedur opracowanych dla
zagadnien sprezystosci. Nalezy jednak pamietaé, ze w tym przypadku modut G nie jest stala
materiatowa — ze wzoréw (8), oraz (9)—(10) widaé wyraznie, ze jest on funkcja predkosci od-
ksztalcenia. Zatem mamy tu do czynienia z zagadnieniem nieliniowym, a jesli wspominamy o
analogii do sprezystosci, to mamy na mysli sprezysto$¢ nieliniowa.

Zat6zmy, ze mamy do czynienia z warstwa materiatu, w ktérej panuje ptaski stan napreze-
nia. Jest to typowa sytuacja w przypadku rozciaganego i zginanego arkusza blachy, w ktérym
rozwazana warstwa jest rownolegta do powierzchni Srodkowej arkusza. W lokalnym karte-
zjanskim uktadzie wspétrzednych (z,y, ), gdzie z oznacza kierunek poprzeczny do warstwy,
oznacza to, ze 0, = 0,, = 0,, = 0. Sktadowe dewiatora naprg¢zenia wyrazaja si¢ zatem jako

2 1 1 2
Sgx = §Uxx - §Uyya Syy = _ggarar + §Uyy> S22 = _(Sxx + Syy) ) Sgy = Ozy
(pozostate rowne zeru). Wstawiajac powyzsze zaleznoSci do wzoru (7) wnioskujemy, ze
€z = Eyr = 0, €,, = —(Ega + €yy), natomiast zalezno$¢ migdzy pozostatymi niezerowymi
sktadowymi naprgzenia i predkosci odksztalcenia wyraza si¢ przez nastgpujace macierzowe

rOwnanie konstytutywne,

oy | = | 2G 4G 0 € (12)
Oy 0 0 G| | A

(gdzie oznaczyliSmy 7, = 2¢,,), ktére mozna tez zapisa¢ w zwartej formie
o = De. (13)

Wielkosci & i ¢, niezbedne do wyznaczenia modutu G, po uwzglednieniu warunkéw ptaskiego
stanu napr¢zenia, wyrazaja si¢ jako

0 = \Jol 0% = 000y, + 30s, (14)

e o= AL e, gy + 2, (15)

Réwnanie (12) pozwala w sposéb jednoznaczny wyznaczy¢ sktadowe ptaskiego stanu na-
prezenia dla znanych wartosci sktadowych predkosci odksztatcenia w ptaszczyZnie warstwy.

2.2 Styczna konstytutywna macierz lepkosci

Konstytutywna macierz lepkosci Ds, 5 (odpowiadajaca macierzy sztywnosci w analogicznych
zagadnieniach sprezystych), wystepujaca we wzorze (13), jest macierza sieczna. Jej elementy
zaleza bowiem od modutu G, a ten z kolei jest funkcja elementéw wektoréw o i €. Z punktu wi-
dzenia obliczen numerycznych, w ktérych wykorzystywana jest iteracyjna procedura Newtona—
Raphsona, kluczowe znaczenie ma macierz styczna, czyli macierz D spetniajaca réwnanie

do = Dde.
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Oznaczajac indeksami k,l,m,n = 1,2, 3 elementy wektoréw o i € oraz macierzy D i D,
przepisujemy réwnanie (13) jako B
O = kagm
1 rézniczkujemy
. (%k . + akag 8ka . 8ka 8@ 85
861 86'1 m 65’1 N 8@ 86 (%l ’

(16)

Wyznaczmy wystepujace w tym wzorze pochodne. Poniewaz macierz D jest proporcjo-
nalna do G, jej pochodna po tym module jest réwna po prostu

= = 4 2 0
0D Dim
a(% :%: 240 |. (17)
0 01
Pochodna modutu G po efektywnej predkosci odksztalcenia é wyznaczymy rézniczkujac
wzor (8)s : -
oG 1 (do &
oe  3e (dé é) (18)

Pochodna ¢ po sktadowych &, wyznaczamy rézniczkujac wzor (15), skad po przeksztalceniach
otrzymujemy wektor

o6 1 4§m+2§yy 1 4 2 0 5m
8_' = ? 263333 -+ 4€yy = — 2 40 Eyy
a0 Yoy L0 0 1] | A
czyli -
de 1 Dy, .
— == —£,.
0, 3e G

Pojawienie si¢ w powyzszym wzorze macierzy identycznej do tej ze wzoru (17) jest bardzo
wygodne, poniewaz, jak si¢ zaraz okaze, gwarantuje to symetri¢ macierzy stycznej ID. Zbie-
rajac powyzsze rownania i wstawiajac je do wzoru (16) otrzymujemy wyrazenie symetryczne
wzgledem wskaznikow k, [

- 1\*(de &\ Dimém Dinén
Dy = Dkl"‘(—-) <—U—g)k71—

3e de e G G
— 1 do o
= Du+ = <—-— T) OOl (19)
o de e

Do wyznaczenia pozostaje jeszcze pochodna do/de, ktéra mozna wyliczyé rézniczkujac
wzor (9) jesli materiat jest plastyczny, lub (10) jesli lepkoplastyczny.

W przypadku materiatu plastycznego (9), naprezenie o jest rowne granicy plastycznosci oy,
ktéra jest znang funkcja zredukowanego odksztalcenia plastycznego €, ale nie jego predkosci
é. Scisle biorac, pochodna d /dé = doy/dé jest wigc zerowa. Wybiegajac jednak nieco w
strong dalszych rozwazan niniejszego studium, zauwazmy, ze w stosowanym algorytmie nu-
merycznym operujemy skoficzonymi przyrostami czasowymi réznych wielkosci. Rozwazajac
zachowanie materialu w pewnej chwili ¢ = ¢, ,; zakladamy, ze znane sa warto$ci wszyst-
kich zmiennych w poprzednio rozwazanej chwili ¢,, a wigc w szczegdlnosci zredukowane
odksztalcenie " i jego predkos$¢ €. Zmienne wzgledem ktérych rézniczkujemy wyzej wy-
pisane zwiazki to poszukiwane wartosci na koncu rozwazanego kroku czasowego, w chwili
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tn+1. Tymczasem, jesli w tej koncowej chwili poszukiwana predkosé odksztatcenia rowna jest
e"*1 | to zgodnie z regula calkowania po czasie warto$¢ samego odksztatcenia € bedzie réwna
et = e + [(1 — v)e™ + JeT AL, gdzie At = t,41 — t,, a 9 jest zadanym parametrem
wagowym z przedziatu (0,1]. W takim sformutowaniu wielko$¢ e staje si¢ wigc funkcja
wielkoSci €,,1, a jej pochodna réwna jest YAt. Ostatecznie zatem, przy pominigciu indeksu
n+1, ,,algorytmiczna” pochodna d&/dée wyraza si¢ jako

do

== ol AL (20)

(i, jak tatwo zauwazy¢, dazy do zera przy At — 0).
W przypadku materiatu lepkoplastycznego rézniczkujemy réwnanie (10) wzgledem é, pa-
migtajac o algorytmicznej zalezno$ci migdzy € i € oméwionej w poprzednim akapicie. Wyni-

kiem jest wyrazenie
do , e\l oy fe\"
— = dI9At |1+ (= + X (=
de Y y e \v

, .
= — o JAt+ (0 —oy)=. (21)

Oy

| 3

Q]

2.3 Problemy obliczeniowe w réownaniach konstytutywnych sztywno-
lepkoplastycznosci

Przedstawione powyzej sformutowanie konstytutywne, oprécz wymienionych wczesniej zalet,
posiada cechy, ktére moga skutkowac trudnosciami numerycznymi w praktycznych zastoso-
waniach obliczeniowych. Warto zwréci¢ na nie uwage w kontekscie dalszych wyprowadzen i
implementacji w programie komputerowym. Poruszymy w tej sekcji dwie wazne kwestie:

1. stosowalnosci réwnan konstytutywnych dla predkosci odksztatcen bliskich zeru, oraz
2. warunkéw okreslonosci stycznej konstytutywnej macierzy lepkosci.

Odnosnie pierwszej kwestii, zwréémy uwage, ze omowiony model konstytutywny opisuje
zachowanie materialu przy zalozeniu, ze jest on uplastyczniony. Nie ma niestety mozliwosci
okreSlenia za jego pomoca naprezen w stanie sprezystym, gdy ¢ < oy. Istotnie, mnozac w
réwnaniu (12) sktadowe predkosci odksztatcenia przez skalarny parametr /3, obliczajac wartosé
G jako funkcji 3, a nastepnie przechodzac do granicy przy 3 — 0, zauwazymy, Ze otrzymane
sktadowe naprezenia s proporcjonalne odpowiednio do { 4¢€,, + 2€,, , 264, + 464y, Yay }»
a obliczona ze wzoru (14) warto$¢ zredukowanego naprezenia ¢ — oy. Inaczej mowiac, nie-
zaleznie od stanu predkosci odksztalcenia, stan naprezenia jest niezerowy i co najmniej rowny
granicy plastycznosci.

Powyzsza cecha sformutowania konstytutywnego rodzi problemy obliczeniowe, poniewaz
uniemozliwia analiz¢ materiatu w stanie nieobcigzonym lub odciazonym. Jesli bowiem w za-
danej konfiguracji sit i warunkéw brzegowych lokalne warunki réwnowagi sit wewnetrznych sa
spetnione tylko przy matych, lub wrgcz zerowych wartoSciach naprezen (tak jak to ma miejsce
np. na poczatku analizy, kiedy jeszcze nie rozpoczal si¢ proces deformacji), to uzycie opisa-
nego sformutowania konstytutywnego bedzie przyczyna znacznych btedéw, ktérym towarzy-
szy¢ beda prawdopodobnie problemy ze zbieznoScia rozwiazania.

Dodatkowym problemem przy tak przyjetym sformutowaniu jest fakt, ze modut lepkosci G,
jako odwrotnie proporcjonalny do €, dazy do nieskoficzonosci przy predkosciach odksztatcenia
dazacych do zera (i to pomimo, ze skladowe naprezenia przyjmuja wtedy skonczone wartosci).
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G wzor (8), o
i~ wzor (23)
wzor (22)

e £

Olx%

e

Rysunek 1: Regularyzacja funkcji G'(€) dla matych wartosci &

Elementy macierzy lepkosci D moga wéwczas przyjmowaé nieprzewidywalnie duze wartosci,
a globalna macierz uktadu réwnan réwnowagi staje si¢ bardzo Zle uwarunkowana.

Konieczne jest zatem przyjecie w modelu obliczeniowym pewnych modyfikacji niwelu-
jacych te problemy. Najprostszym rozwigzaniem jest ustanowienie pewnej granicznej warto-
Sci zredukowanej predkosci odksztatcenia plastycznego éi nastgpujacej modyfikacji rdwnania

)2,

o

= jezelié < e,
G=4% (22)
33 w pozostatych przypadkach.
e

Przy takim zalozeniu, po pierwsze, dla odpowiednio matych predkosci odksztalcenia mozliwe
sa naprezenia mniejsze niz granica plastycznosci, a po drugie, modut lepkosci G, a tym sa-
mym elementy macierzy lepkosci D, przyjmuja skoriczone wartosci, ktérych rzad wielkosci
moze by¢ kontrolowany przez zalozona warto$¢ c. Schematyczny wykres zaleznosci G(€) oraz
przyktadowej zaleznosci o (¢) (jednoosiowe rozciaganie) przedstawia rys. 1.

Widoczna wada powyzszego rozwiazania jest nieciagtos¢ pochodnej do/dé w punkcie ¢,
co moze prowadzi¢ do probleméw obliczeniowych. Dlatego w programie NUMPRESS-Flow
zastosowano nieco bardziej ztozony wzor

5(€) 3 (. s L.
- @ + 5@ (62 — 62> jezelie < e,
G={ 3¢ (23)
3% w pozostatych przypadkach,
€
gdzie -
_ 146G
3¢ 0¢ |z,

Jak widac z rys. 1, gtadko$¢ odpowiednich funkcji w punkcie € = é jest zachowana.
Zastosowanie modyfikacji (23) wplywa na wartosc poszczegolnych wyrazef niezbednych
do wyznaczenia macierzy stycznej D. Dla e < e pochodna G po ¢ nie wyraza sie bowiem
wzorem (18), lecz ma prostsza postac
oG

Zatem styczna macierz konstytutywna przybiera postac
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OczywiScie rozwigzania uzyskiwane dla stanéw niepetnego uplastycznienia w arkuszu bla-
chy, jakkolwiek stabilne, beda watpliwe z punktu widzenia mechaniki materiatu. Zaznaczmy
jednak, ze dotyczy to praktycznie tylko poczatkowego etapu procesu ttoczenia. W dalszej jego
czgSci nalezy oczekiwac pelnego uplastycznienia we wszystkich punktach arkusza blachy (tak
przynajmniej jest w typowych przemystowych procesach ttoczenia) i wspomniane niefizyczne
stany naprgzenia po prostu nie beda si¢ pojawiaty. Oméwiona modyfikacja ma na celu umozli-
wienie stabilnego ,,rozruchu” analizy numerycznej we wstgpnym etapie modelowanego procesu
ttoczenia. Warto jednak mie¢ na uwadze fakt, ze nie da si¢ wykluczy¢ szczegdlnych przy-
padkéw modelowanych proceséw tloczenia, w ktérych moga wystapi¢ duze obszary blachy
nie wchodzace w stan uplastycznienia. Uzytkownik powinien mie¢ Swiadomos¢, ze w takich
przypadkach podejscie sztywno-plastyczne stosowane w programie NUMPRESS-Flow moze
prowadzi¢ do znacznych btgdéw obliczeniowych.

Jesli chodzi o drugg kwestig, czyli kwesti¢ okres§lonoSci macierzy lepkosSci, przyjrzyjmy
si¢ postaci stycznej macierzy lepkosci konstytutywnej Dy; w rOwnaniu (19). Jest ona suma
nieosobliwej macierzy Dy, oraz osobliwej macierzy proporcjonalnej do o,0;. Rzad wielkosci
elementéw macierzy Dy, jest wystarczajaco duzy, by zapewni¢ jej dominacje nad osobliwym
drugim sktadnikiem. Ten fakt nie usuwa jednak niepokoju o warto§¢ wyznacznika macierzy
Dy, a ze jest on uzasadniony, przekonamy si¢ latwo, rozwazajac postac tej macierzy przy
zalozeniu, ze pochodna da /deé jest zerowa. Pozostate wyrazenie, Dy — %akal, okazuje si¢
by¢ macierza osobliwa. Latwo to sprawdzi¢, wymnazajac te macierz przez wektor €; (lub jego
wielokrotnos$¢). Podstawiajac o; = Dppén i dokonujac serii przeksztalcen przekonujemy sig, ze
wynik jest zerowy, cho¢ wymnazany wektor zerowy nie byl.

Wynika stad, ze wielko§é pochodnej d/de ma kluczowe znaczenie dla stabilnoSci rozwa-
zanego réwnania konstytutywnego — od jej wartosci zalezy bowiem, czy wyznacznik stycznej
macierzy D jest bliski, czy daleki od zera. Przyjrzyjmy si¢ blizej jej wartoSci dla materia-
t6w plastycznych i lepkoplastycznych. W pierwszym przypadku, p. wzér (20), jest ona pro-
porcjonalna do modutu wzmocnienia o7, ktéry dla wigkszosci materiatéw ma raczej niewielka
warto$¢, a takze od dtugosci kroku czasowego, ktéra réwniez z wielu wzgledéw musi by¢ przyj-
mowana jako mata. Widzimy wigc, ze dla materiatéw plastycznych styczna macierz lepkosci D
jest bliska osobliwej i nalezy oczekiwaé problemdw ze stabilnoScia i zbieznoscig obliczen. Dla
materiatéw lepkoplastycznych, p. wzoér (21), pochodna ta jest suma dwéch cztondw, z ktérych
tylko drugi moze przyjmowac wartoSci istotnie r6zne od zera, zapewniajace dobra okreslono$¢
macierzy stycznej D. Wnioskujemy zatem, ze dla zapewnienia stabilnych wynikéw obliczen,
wskazane jest uwzglednienie wlasnos$ci lepkoplastycznych materiatu, ktéry powinien charakte-
ryzowac si¢ skoniczona, niezbyt wysoka wartosciag wspoétczynnika .

3 Roéwnania rownowagi w sformulowaniu MES

3.1 Zasada prac przygotowanych dla powloki cienkiej

W kazdej chwili czasu ¢, w aktualnej konfiguracji geometrycznej arkusza blachy, obowiazuje
zasada prac przygotowanych, w mysl ktorej, dla kazdej wariacji pola przemieszczen du; , spet-
niajacej zadane warunki brzegowe na przemieszczenia (tzn. spetniajacej warunek du; = 0 wszg-
dzie tam, gdzie przemieszczenia maja z gory zadane wartosci), zachodzi rownos¢é

0 082

gdzie {2 oznacza obszar zajmowany w danej chwili przez blache, 02, — czgsS¢ jego zamknig-
tego brzegu, na ktdrej zadane sa sity zewnetrzne, ¢; — rozklad tych sit zewnetrznych, o;; —
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€3

o

Rysunek 2: Lokalny uktad wspétrzednych powtoki cienkiej

pole naprezein w punktach materiatu blachy, zas de;; = sym|[0(du;)/Ox;] oznacza wariacje
pola odksztatcern odpowiadajaca du;. W sformulowaniu pomijamy sity masowe (grawitacja,
bezwtadnos¢) jako znikomo mate.

Ze wzgledu na specyfike geometrii arkusza blachy zastosujemy pewne uproszczenia w opi-
sie kinematycznym, wtasciwe dla powlok cienkich. Definiujac w kazdym punkcie lokalny kar-
tezjariski uktad wspétrzgdnych (x,y, z) w taki sposéb, aby wspdtrzgdna 2 byta prostopadia
do powierzchni Srodkowej arkusza (rys. 2), zalozymy, ze lokalna nieskoiczenie mata zmiana
ksztaltu prostopadtosciennego wycinka blachy df2 = dx xdy x h (gdzie h jest lokalng gruboscia
blachy) jest suma membranowego rozciagania w ptaszczyznie zy (ktéremu towarzyszy¢ moze
zmiana grubo$ci, zgodnie z rownaniem konstytutywnym) oraz czystego zginania zgodnego z
hipoteza kinematyczna Kirchhoffa—Love’a. Praktycznie oznacza to, ze kazdy prostokatny prze-
kréj wycinka df2 prostopadty do osi z staje sie réwnolegtobokiem, natomiast kazdy odcinek
rownolegly do z pozostaje prosty i lokalnie prostopadly do powierzchni §rodkowej (implikuje
to zmiang krzywizny tej powierzchni, jesli te odcinki przestaja by¢ do siebie réwnolegle).

W mysdl tych zatozen, nieskoiczenie maty przyrost przemieszczenia w dowolnym punkcie
powtoki, wyrazonego w sktadowych u, v 1 w w lokalnym uktadzie wspétrzgdnych, dany jest
jako

du = du™ — zdw?, dv = dv™ — zdw, dw = dw™ + f(z,y,2), (25)

gdzie indeks ,,m” odnosi si¢ do wartoSci na powierzchni srodkowej arkusza blachy (¢ = 0),
natomiast wyrazenie f(x,y, z) oznacza pewna nieznang na razie funkcje, o ktérej zaktadamy
jedynie, ze jej pochodne po z i ¥ mozna uzna¢ za pomijalnie mate. Roézniczkujac powyzsze
wyrazenia, otrzymujemy wzory na przyrosty sktadowych odksztatcenia

dga:a: = du,x = dgrmnm + Zd'l{’ﬂw )
dey, = dv, = dey, + 2dry,, (26)
dyey =duy +dv, = dyy, + 2dkgy,

dv, =du, +dw, = 0,
dyy, =dv, +dw, = 0,

gdzie

de = du™ dkg, = —dw™

TT ,T ,XX I
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dey, = dv'y, dkyy = —dw?,

YY)
d%y = du’y + dv’y dRgy = —2dw’;

» LY
a Ky, Kyy 1 Kgy Oznaczaja lokalne sktadowe krzywizny powierzchni Srodkowej. Pomijajac
naprezenia w kierunku poprzecznym?, o.., uznajemy, ze w kazdym punkcie arkusza blachy
panuje ptaski stan naprezenia (0., = 0y, = 0., = 0). WOwczas niewymieniona w réwnaniach
(26) sktadowa de., = dw , jest pewna funkcja pozostatych sktadowych przyrostu odksztatce-
nia, ktdrej posta¢ zalezy od réwnania konstytutywnego.

Poniewaz powyzsze wzory odnosza si¢ takze do wariacji odksztalcenia, catka wyrazenia
0:;0¢,; po obszarze wspomnianego wycinka d{? daje si¢ zapisa¢ w uproszczeniu jako

/ 0ij0ei; A2 = (Nagdehy, + Nyydeh + Noydys +
af2
+ MKy + Myybky, + Myydk,,) dedy 27)
gdzie
+h/2 +h/2
= / O dz, M,, = / Orezdz,
h/2
h/2 +h/2
= / oy dz, M,, = / Oy dz, (28)
h/2 h/2
+h/2 +h/2
= / Oy dz, My, = / Ozyzdz,
—h/2

oznaczaja tzw. naprezenia uogdlnione w przekroju (sity membranowe i momenty zginajace),
natomiast skladowe wariacji odksztatcenia ,,membranowego” oraz krzywizny stanowia waria-
cje tzw. odksztalcen uogdlnionych. Te ostatnie zaleza od gradientéw wariacji sktadowych prze-
mieszczenia wg wzoréw analogicznych do (26).

Grupujac wielkoSci uogdlnione w szescioelementowe tablice (wektory)

SG><1 - [Na:aza Nyy7 NJ3y7 Mxxa Myya M ] 5 (29)
0Bsx1 = [0ehy, 0gy,, 0oy s Okiea, Oy, , Skay )" (30)

mozemy zapisac prawg strong rOwnania (27) jako
STSE dzdy

za$ calke po lewej stronie rOwnania (24) jako

/Uijégij dQ:/STéEdS
0 S

gdzie S oznacza powierzchnig sSrodkowa powtoki.

Sity zewnetrzne dziatajace na arkusz blachy podzielimy na dwa rodzaje: (i) sily dziatajace
na krawedziach arkusza (a wigc waskich paskach powierzchni o szerokosci h prostopadtych do
powierzchni Srodkowej), oraz (ii) sily dziatajace na gérna i dolna powierzchni¢ blachy. Sity

3W rzeczywistosci naprezenia te moga byé niezerowe, na przyklad w miejscach kontaktu z narzedziami lub
gdy ttoczenie odbywa si¢ pod ciSnieniem; jednak przyjmujemy, ze sa one znacznie mniejsze niz naprezenia w
kierunkach stycznych do powierzchni Srodkowe;j.
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pierwszego rodzaju mozna, postugujac si¢ przyjetymi zatozeniami kinematycznymi, przedsta-
wi¢ jako sumg sit uogélnionych, czyli sit V; i momentéw M; dziatajacych na lini¢ 0S ograni-
czajaca powierzchnig¢ Srodkowa S. Sity drugiego rodzaju zostana zsumowane i potraktowane
jako wypadkowe cis$nienie i/lub tarcie dzialajace na powierzchni¢ Srodkowa S. Catka po prawej
stronie rOwnania (24) zostanie wigc zapisana jako

/ ti6u;d(00) = / (N;6u™ + M;56;) d(S) + / t:6u™ dS
000s oS S

gdzie u}" oznaczaja sktadowe przemieszczenia punktéw powierzchni Srodkowej S, a §; — skta-
dowe lokalnego kata obrotu przekroju wokét linii 0S.

Reasumujac, zasadg prac przygotowanych (24) dla arkusza blachy traktowanego jako po-
wloka cienka przepisujemy w postaci

/ STSEdS = / (N,6u™ + M;56;) d(8S) + / t;ou™ dS, 31)
S a8 S

powierzchni sSrodkowej blachy i jej brzegu, a sktadowe tensoréw napregzenia i wariacji odksztat-
cenia — odpowiednimi wielko§ciami uogélnionymi, zdefiniowanymi dla przekroju blachy.

W niektérych przypadkach uzasadnione jest pomijanie wpltywu sztywnosci powtoki na zgi-
nanie i rozwazanie jedynie membranowego stanu naprezenia. Przy takim zatozeniu w réwnaniu
(31) zniknie czton z M;, natomiast wektory S i 6 F (29)—(30) zostana zredukowane do pierw-
szych trzech elementow, tj. S3x1 = [ Npw, Ny, Noy |T oraz 0Esyy = [0, oeyy 57;‘;]?

3.2 Rownanie konstytutywne przekroju powloki

Jak wspomniano w podrozdz. 2, réwnanie konstytutywne w kazdym punkcie arkusza blachy, w
lokalnym uktadzie wspétrzednych, dane jest wzorami (12)—(13). Zgodnie z przyjetymi zatoze-
niami kinematycznymi dla elementu powlokowego (26), ktére obowiazuja takze dla predkosci
odksztalcenia, mozemy zapisac
oc=De"+:Dk

gdzie €™ = [, €p, Ihy, ] oraz K = [Fiup, Fyy, Ray|. Przywolujac teraz definicje uogdl-
nionych naprezen 1 odksztatcen w przekroju powtoki (28)—(30) mozemy zapisa¢ nastgpujace
rownanie konstytutywne dla przekroju powtoki:

S=DFE (32)
gdzie
Egai = [E0, &0 A fa, Fiyy, iy, (33)
h/2 = -
Dy = /_ h//glzgiii Zigii dz. (34)

Macierz lepkosci przekroju D*, podobnie jak D, jest symetryczna.

Jesli rozwazany jest jedynie membranowy stan naprezenia, wowczas macierz D® redukuje
si¢ do swojej pierwszej ¢wiartki. Ponadto, poniewaz przy takim zatozeniu stan odksztalcenia
jest jednorodny w catym przekroju (nie jest funkcja 2), wystegpujaca tam catke mozna zastapic¢
pomnozeniem przez grubos$é. Reasumujac, dla stanu membranowego mamy D5, , = hD.
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W $wietle réwnosci (32) oraz symetrii DS, wyrazenie podcatkowe po lewej stronie
wzoru (31), ST6E, moze by¢ przedstawione jako ET D* §E, lub réwnowaznie ET D° E.
Przepisujemy zatem réwnanie zasady prac przygotowanych w postaci

/ SET D EdS = / (N,6u™ + M;56;) d(8S) + / t,6u™ dS. (35)
S oS S

Jak podkreslalismy w rozwazaniach podrozdz. 2, elementy macierzy D® zaleza od lokal-
nych predkosci odksztatcenia w punktach przekroju, zatem wyrazenie po prawej stronie réwna-
nia (32) nie moze by¢ traktowane jako liniowa funkcja E. Z punktu widzenia obliczefi nume-
rycznych, w ktérych stosowane beda procedury iteracyjne, wazna rolg odgrywa styczna macierz
lepkosci D®, zdefiniowana wzorem

dS = D°dE, (36)
ktorej elementy wyrazaja si¢ jako
_ ODs. .. .
Dy = Dsep + —21 By 37
KL KL 9L, M (37)

Uwzgledniajac zaleznosci (12), (16) oraz (32)—(34) otrzymujemy po przeksztalceniach zalez-
nos¢ analogiczng do (34)

h2 T D 2D
D§. s = 5 >3 de. 38
66 /h/z { 2Ds3y3 22D3x3 (38)

Jest to réwniez macierz symetryczna. Dla membranowego stanu naprezenia redukuje si¢ ona
do macierzy D3, , = hD.

Uwaga: Uwazny czytelnik zauwazy zapewne, ze macierz D® (38) nie jest jeszcze Scista
macierza styczna. Przy jej wyprowadzeniu zaniedbaliSmy bowiem fakt, ze w miar¢ rozwoju
odksztalcenia zmienia si¢ tez grubo$¢ blachy h, a wigc zakres catkowania we wzorze (34).

Zaktadajac, ze €, = — (€., + €,) jest liniowa funkcja wspétrzednej z przyjmujemy, ze
h=hel, = —h(em + ). (39)

Jesli wiec w przyjetym schemacie catkowania po czasie mamy np. h" ! = h™ + [(1 — 19)h” +
19%”“]At, to powinniSmy do postaci macierzy (38) dodac jeszcze czton uwzgledniajacy zalez-
nos$é h"+! od em 1 gy bedacych elementami wektora E. W dalszych rozwazaniach okaze si¢
jednak, ze nie jest to konieczne. Wyrazenie zawierajace macierz styczna D® bedzie bowiem
jeszcze catkowane po powierzchni Srodkowej powtoki, a wigc efektywnie bedziemy mieli do
czynienia z calka po objetosci 2. Tymczasem ta objeto$¢, zgodnie z przyjetym zalozeniem
niescisliwos$ci deformacji plastycznych, nie zmienia si¢. W koncowym sformutowaniu cztony
wyrazajace zalezno$¢ grubosci od E, zsumowane z cztonami wyrazajacymi zaleznoS¢ pola po-
wierzchni Srodkowej powtoki od E, musza da¢ w wyniku zero. Dlatego Swiadomie pomijamy
wyprowadzenie jednych i drugich.

3.3 Dyskretyzacja MES — tréjkatny element powlokowy

Do numerycznego rozwiazania rownania (31) uzyjemy metody elementéw skonczonych [10].
Powierzchnia S arkusza blachy zostanie podzielona na tréjkatne elementy, ktérych wierzchot-
kom (we¢ztom) przypiszemy po 6 niewiadomych parametréw — 3 sktadowe przemieszczenia
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€3

)

€y
Rysunek 3: Lokalne przemieszczenia i obroty punktu elementu powlokowego

u,; oraz 3 sktadowe kata obrotu 6;. Pole przemieszczen w catym arkuszu jest wigc jednoznacz-
nie zdefiniowane przez kolumnowa tablice (wektor) gsn, «1 » gdzie Ny oznacza liczbe weztow,
oraz odpowiednio dobrane funkcje interpolacyjne (funkcje ksztattu). Wektor q jest podzielony
na Ny 6-elementowych segmentdéw zawierajacych warto$ci wyzej wspomnianych parametrow
dla kolejnych, arbitralnie ponumerowanych weztéw. Pola predkosci, wariacji przemieszczen,
itp. w punktach blachy okreslone sa jednoznacznie przez predkos¢ q, wariacj¢ dq itp., oraz te
same funkcje ksztattu.

Opis kinematyki zastosowanego elementu mozna znaleZ¢ m.in. we wspomnianej monogra-
fii [10], a takze w innych publikacjach. Tu przypomnimy jedynie pokrétce jego podstawowe
cechy.

W konfiguracji poczatkowej powierzchnia Srodkowa elementu S jest plaszczyzna rozpigta
na wezltach. W konfiguracji zdeformowanej jest jej projekcja, okreSlong przez wartosci prze-
mieszczen jej punktéw. Oznaczmy wezty liczbami 1,2,3 i zdefiniujmy lokalny uktad wspdt-
rzgdnych Oxyz tak, aby zwrot osi z, prostopadtej do ptaszczyzny elementu, byt zgodny z re-
gula Sruby prawoskretnej w stosunku do kierunku numeracji weztéw. Kierunki osi x, y mozna
zdefiniowaé dowolnie, z doktadnoScia do obrotu wokét z; tu przyjmiemy regule, ze oS x jest
zgodna z kierunkiem uporzadkowanej pary weztéw 1-2. Tak zdefiniowanym osiom uktadu od-
powiadaja trzy sktadowe przemieszczen v™, v™, w™, punktéw plaszczyzny Srodkowej elementu
oraz zwigzane z nimi dwie sktadowe obrotu 0, = w’ i 6, = —w?; (rys. 3). Przemieszczenia
i obroty sa funkcjami wspétrzednych z,y. Zgodnie z przyjetymi postulatami kinematycznymi
(25), przyrosty przemieszczenia u 1 v w punktach przekroju, czyli prostopadtego odcinka prze-
cinajacego powierzchnig Srodkowa w punkcie (x, y), opisane sa wzorami

du(z,y,z) = du™(z,y)+ 2df,(z,y),
dv(z,y,2) = dv™(x,y) — 2zd0,(x,y).

Wprowadzajac lokalny uktad wspétrzednych nie wspomnieliSmy, dla ktérej konfiguracji
elementu go definiujemy. Istotnie, poniewaz element jest w ruchu, uktad wspétrzednych zdefi-
niowany wedlug powyzszych regut bedzie w kazdej chwili inny. Formalnie nie ma to znacze-
nia, jednak ze wzgledu na prostote sformutowania matematycznego ustalimy, ze analizujac stan
rownowagi w pewnej chwili ¢, bedziemy zawsze postugiwali si¢ uktadem wspotrzednych zde-
finiowanym w aktualnej, zdeformowanej konfiguracji elementu. Uktad ten bedzie wigc obracat
si¢ wraz z elementem w trakcie jego ruchu.

Wprowadzamy wspétrzedne barycentryczne & (z,y), &a(z,y), &3(x,y), zwiazane odpo-
wiednio z wierzchotkami 1,2,3 elementu. Dla dodatnich permutacji indekséw n, p i g (tj. dla
{npq} = {123} v {231} Vv {312}) wyrazaja si¢ one jako

1
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gdzie 2, y™ oznaczaja wspétrzedne wezta nr n,

pn) — (@ _ () bW = (@) — @)

xT ? Yy -

to sktadowe wektora taczacego uporzadkowang parg¢ weztéw naprzeciwko wezta n, a

p_1 (B0 + 2y 1 3y
2 xT xT x
oznacza pole elementu. Wspétrzedne &, spetniaja oczywisty warunek &; + & + &3 = 1. Zaich
pomocg definiujemy funkcje interpolacyjne, uzalezniajace przyrosty przemieszczen du™, dv™,
dw™ i obrotéw df,, df, od warto$ci parametréw weztowych du(™, dv™, dw™), de'™. dQZ(,"),
n = 1,2,3. Wzory interpolacyjne dla przemieszczen w ptaszczyZnie elementu maja prosta
postaé

3 3
= Z & du™, dv™(z,y) = Z En dv™. (40)
n=1 n=1

Dla przemieszczen poprzecznych i katéw obrotu wzory sa bardziej skomplikowane. Ich ogélna
postaé to

3
dw™(z,y) = Y N dw™ + N dol + NG dgg

n=1
3
A0 (y) = Y Ny dw®™ + NE oL + NL do @1
n=1

3
do,(z,y) = D Ny dw™ + N g + N@ dol)

n=1

gdzie N O(Z;;) to pewne funkcje wspétrzednych (&1, &s, &3), ktdrych postaé zalezy od przyjetej
koncepcji interpolacji. Koncepcja, ktéra wydaje si¢ najbardziej naturalna, zaktada interpola-
cje z ciagloscig dw™, df, i df, na granicach sasiadujacych elementéw oraz postuluje réw-
nosci Ny3 = Nogy 1 Nyg = —Noga, 5 € {0,2,y} (wynikajace z definicji df, = dwfg i
df, = —dw?). Wowczas funkcje ksztattu majg posta¢ wielomianéw 3 stopnia [10]. Okazuje
si¢ jednak, ze dobra doktadnos¢ obliczen przy ich mniejszym koszcie mozna uzyskac tagodzac
nieco warunki ciagtosci i dopuszczajac do pewnego stopnia niezalezng interpolacj¢ przemiesz-
czen 1 katow obrotu. W programie NUMPRESS-Flow zastosowano tzw. sformutowanie DKT,
opisane szczegétowo w [2]. W tym sformutowaniu podaje si¢ jedynie postac funkcji ksztattu
dla katéw obrotu

(p) (9)
(n) . S _ S
Ne' = 66 <l(p) S 1@ fp) ’

N = 3§n[£n——+c 26, +cD2¢,],

NJEZ) = 36, ( gq + 5@ Sp) ’
42)
(n) P @)
NyO = _6571 l(—p) gq - l(—q) gp )
Ny = NG,

Ny = 36 (63 +sPPg 4502,
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gdzie (™ = 1/b5? + b"? oznacza dlugo$é boku naprzeciwko wezta n, a ¢™ = b{™ /1™ oraz

s™ = (" /1M _ odpowiednio kosinus i sinus kierunkowy tego boku. Funkcje Nog dane sa
tylko na krawgdziach elementu; np. na krawedzi naprzeciwko wezta n mamy

N =662, N =6, Ny = —&&0", )
N =3-2¢), NP =-ggb, NG =g

Tak dobrane funkcje ksztaltu gwarantuja ciagto$¢ przemieszczen w oraz katéw 6, i 6, na kra-
wedziach sasiadujacych elementow.

Gromadzac parametry wezlowe w kolumnowej tablicy (wektorze) dg

C ™ T
dg™ dv(™
dqisa = | dg® | dg) = | dw™ (44)
ag® do.
a6
mozemy przedstawi¢ wzory (40)—(41) w postaci macierzowej
[ du™ |
do™
dusy; = | dw™ | = Ndg (45)
do,
| df, |
gdzie
N5><15 - [N(1)7 N(2)7 N(3):| )
e -
o e
Ny = Noo' Noz Ny, (46)

N NS NG
N(") NZSZ) stz) |

jest macierza funkcji ksztattu.

Wystepujaca w rOwnaniu prac przygotowanych (31) wariacj¢ odksztatcen uogdlnionych 6 E2
(30) wyznaczamy w identyczny sposob, jak ich nieskoficzenie maty przyrost d E

del. du
dey, dv,
dy duy + dv, ]
B = | o | = | “, 7" | =Bdg 47)
T Y,T
driyy ~df,,
| digy || Oy, —d, |
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gdzie
B6><15 = [B(l) ) B(Q) ) B<3):| )
[ fn,m ]
gn,y
(n) gn,y gn,x
By, - SR ) ®
~Nyoy  —Nioy  —Nig
i Nyoy—Nioe Nyzy—Newo Nygy—Neyo |

jest tzw. macierza geometryczng elementu. Wystgpujace w niej pochodne wyrazaja si¢ jako

Enw = _@ N™ _i (m aN
e 2P’ ope 2P £ agm ’
b(n) (‘9N
-z (m) 2~ ab
Sny = op’ aﬁ y Z bz

(o, B € {0, z,y}), natomiast pochodne 8N / 0¢,, wyliczy¢é mozna rézniczkujac wzory (42).
Bez podawania szczegdtéw tych przeksztaicen tatwo zauwazymy, ze sktadowe de;; , dey) i
dey, sa state wewnatrz elementu, zas dky, , dry, 1 dkyy sa opisane funkcjami liniowymi.

Pozostaje jeszcze znalezienie relacji pomigdzy elementami wektora dg, wyrazonymi w lo-
kalnym uktadzie wspétrzgdnych elementu, a elementami wektora dq, wyrazonymi w globalnym
kartezjanskim uktadzie wspétrzednych wspdlnym dla wszystkich elementéw. Transformacja
sktadowych polega na wykonaniu obrotu, opisywanego przez ortogonalng macierz Q33 , ktorej
elementy ();; oznaczaja kosinusy katow miedzy i-ta sktadowa lokalnego uktadu wspétrzednych
(z,y, ) a j-ta sktadowg globalnego uktadu z; :

du Qu Qi2 Q13 duy [d@w] [Qll O1s ng} do,

dv | = | Qu Q2 Q2 dug d;
dé
dw Q31 Q32 W33 dug Y On @z @ df;
Jesli wige parametry weztowe elementu wyrazone w uktadzie globalnym dg® zapiszemy jako
[ dul™ ]
dg® duy”
2 du:(%n)
dgfs., = | dg® |, dq6><1 = n) | (49)
) do;
a6y
to transformacja ma postac
T(n)
dg = Tdg", Ti5x18 = T
T®)
Qu Q12 Qi3
- Ran Q2 Qo
Ty = Q31 Q3 Q33 . (50)
Qu Qi Qi3

Q21 QQQ Q23
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Wstawiajac powyzszy wynik do réwnania (47) otrzymujemy
dE = BT dq°, 51
ktora to zalezno$¢ obowiazuje w identycznej formie dla wariacji i predkosci,
OF = BT iq°, E = BT ¢°. (52)

W przypadku pominigcia efektéw zginania, powyzsze wzory zachowuja waznos¢, jednak
inna jest interpretacja poszczegdlnych macierzy i wektoréw. Poniewaz sktadowe przemiesz-
czenia w i obrotu ¢, i 0, nie maja przy tych zatozeniach wptywu na odksztatcenia powloki (stan
membranowy), odpowiednie macierze i wektory przybieraja posta¢ zredukowang przez pomi-
nigcie nieistotnych kolumn i wierszy. I tak, lokalny wektor przemieszczen du, por. (45), ma

postaé
d
dugy = l d:j ]

(pomijamy tu wskaznik ,,m”, poniewaz membranowy stan przemieszczen jest jednakowy na
catej grubosci powtoki), za$ wektor uogdlnionych odksztatcenn dE, por. (47), redukuje si¢ do
postaci

degs
dE3><1 == dgyy
dvVzy
W konsekwencji, inne zdefiniowane wyzej wektory i macierze przybieraja postac
dg®
= = _(n du(™
dgsx1 = | dg? |, dgyy, = [ dv® } :
v
dq(3)
Ny = [N, N® NOT, Ne = | & g ]
n. B (n) [ Cns
By = [BY, B®  BY, B, — -
| gn,y gn,a:
dg® ]| du(ln)
dqul = dq(2) ) dqéz)l = dugn) ,
dg® | dué”)
T(n) )
Toyo = (") : TQ(Q), _ Qu Qi Qi3 .
() Q21 Q2 Q23

Przy tej interpretacji, wzory (51)—(52) opisuja kinematyke elementu membranowego.

3.4 Rownania rownowagi dla modelu dyskretnego

Przeksztalémy réwnanie zasady prac przygotowanych (35) uwzgledniajac dyskretyzacje przy
uzyciu przedstawionych powyzej elementéw powlokowych. Wystepujace tam catki po po-
wierzchni S przybieraja posta¢ sumy catek po powierzchniach poszczegdlnych elementow

e=1,...,Ng, . i
/S(-)dS:ez:E;/e(-)dS.
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Podobnie catka po krawedzi 0S5 jest faktycznie suma catek po po odpowiednich krawedziach
elementow potozonych przy brzegu powtoki. Skupimy si¢ zatem na wyznaczeniu tych catek w
obszarze jednego wybranego elementu e.

Rozpatrzmy najpierw catke po lewej stronie rownania (35). Uwzgledniajac (52), wyrazenie
podcatkowe przybiera posta¢ dq°T TT BT D* BT ¢°. Poniewaz jednak wektory 6g° i ¢ nie sa
funkcjami lokalnymi, wylaczymy je przed znak catki i zapiszemy

/ SE'D*EdS =6¢°" K¢ ¢° (53)

gdzie
Ki.s= | T'B*D°BTdS (54)
Se
jest symetryczna macierza lepkosci elementu (odpowiednikiem macierzy sztywnosci w kla-
sycznym podejSciu przemieszczeniowym). Poniewaz dla elementu tréjkatnego macierz T' jest
stata dla catego elementu, mozna powyzsze wyrazenie dodatkowo uprosci¢ wytaczajac ja row-
niez przed znak calki,

K¢ s=T'K'T, Kl 5= / B'D*BdS. (55)

Przechodzac do calek po prawej stronie rownania (35), zauwazamy, ze wyrazenia t;0u.",
N;ou, M;00; moga by¢ wyznaczone w dowolnym uktadzie wspétrzgdnych, w szczegélnosci
w lokalnym uktadzie elementu. Definiujac pigcioelementowe tablice

tsurf - [txa tya t., 07 07 ]T’ tedge - [Nxa Nya Nza an My]Ta
odpowiadajace sitom zewngtrznym, zapisujemy wyrazenia podcatkowe jako
tiou™ = sut Nidul™ + M;60; = du" %,

Wykorzystujac wzory interpolacyjne (45)—(46) oraz podstawiajac wzory na transformacje skta-
dowych do globalnego uktadu wspétrzednych (50), przedstawiamy analizowane catki dla ob-
szaru elementu e w postaci

e

/ (N,6u™ + M;56;) d(8S) + / tioumdS = 6q°T f¢ (56)
aSe

gdzie
Flaxt = / TTNTt% 4(09) + / TTNT+" d8S. (57)
aSe

e

Zauwazajac ponownie, ze dla elementu tréjkatnego macierz 1" moze by¢ wylaczona przed znak
catki po elemencie, upraszczamy powyzszy wzor do postaci

Fioi =T f,  floa = y Nt d(0S) + ) NTmgg. (58)

Wielkosci f! i f¢ maja dobrze okreslony sens fizyczny: s to zastepcze obciazenia weztowe
(wyrazone odpowiednio w lokalnym i globalnym uktadzie wspétrzednych), odpowiadajace rze-
czywistym obcigzeniom roztozonym na powierzchni lub wzdtuz krawedzi elementu. Obcia-
zenia te odpowiadaja stopniom swobody ruchu weziéw w wektorach g i g, tj. sity skupione
odpowiadaja przemieszczeniom, za§ momenty odpowiadaja obrotom.
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W rozpatrywanym sformutowaniu kinematycznym elementu powlokowego nie znamy war-
tosci wszystkich funkcji ksztalttu we wszystkich punktach elementu. Konkretnie — funkcje
interpolujace Nyg nie sg okreslone na obszarze catego elementu, a jedynie na jego krawedziach.
Stad catki we wzorze (58) trudno jest policzy¢ doktadnie. W programie przyjeto wiec uprosz-
czenie, polegajace na tym, ze dla tego typu obciazen funkcje IN zostang zastapione przez proste
funkcje ksztaltu liniowego elementu membranowego. Réwne sa one odpowiednio wspotrzed-
nym barycentrycznym &, () punktu  potozonego wewnatrz tréjkata, ktérego wierzchotkami
sa wezty n = 1, 2, 3. Oznacza to, ze na przyktad dla obcigzenia o statej wartosSci, dziatajacego
na powierzchnig elementu, £ () = p, weztowe przyczynki beda w kazdym weZle n réwne
fem = %Ap, gdzie A jest polem powierzchni elementu. Jesli natomiast na krawedzi elementu
dziata roztozone obciazenie krawgdziowe o statej wartosci £°42°(x) = s, to przyczynki weztowe
obciazenia zastepczego w weztach potozonych na koncach krawedzi beda réwne f¢(™) = %ls,
gdzie [ oznacza dlugos$¢ krawedzi.

Zauwazmy, ze w takim uproszczonym sformutowaniu catkowicie pomijamy przyczynki o
charakterze momentéw weztowych, ktére oczywiscie musiatyby si¢ pojawi¢ w sformutowaniu
z pelnymi funkcjami ksztattu elementu powlokowego.

Wektory dq° i ¢¢, pojawiajace si¢ we wzorze (53), zawieraja wybrane sktadowe globalnych
wektoréw 0g® i g%, obejmujacych sktadowe przemieszczen i obrotow we wszystkich weztach
modelu. Istnieje zatem prosta transformacja

q°=JqG" (59)

obowiazujaca takze dla wariacji tych wektorow, gdzie J¢ jest macierza zero-jedynkowa (bo-
olowska) o rozmiarze 18 X N (N = 6 Ny), inna dla kazdego elementu. Dzigki tej transformacji
mozemy wyrazi¢ wszystkie udziaty elementowe w catkach po S'i 05 catego modelu jako funk-
cje globalnych wektoréw dq® i g5. Sumujac te udzialy po wszystkich elementach otrzymujemy
zdyskretyzowana postac zasady prac przygotowanych dla catej powtoki,

5q*T K5q® = 0" f8, (60)

gdzie

Ng Ng
Kinywony = 2 JTKI foa=> JTf. (61)

e=1 e=1
Zasada prac przygotowanych obowiazuje dla kazdej wariacji pola przemieszczen zgodnej
z kinematycznymi warunkami brzegowymi, a wigc warunkami, ktére ustalaja okreSlone (ze-
rowe lub niezerowe) wartoSci prgdkoSci w wybranych obszarach arkusza blachy. W modelu
zdyskretyzowanym warunki te wyrazaja si¢ poprzez zadanie okreslonych wartoSci wybranym
elementom wektora g®. Wariacja zgodna z tymi warunkami to wektor dg® zawierajacy zera
w tych elementach. Aby uwzgledni¢ te warunki w réwnaniach, podzielimy wektor ¢ na dwa
mniejsze wektory, q oraz g, zawierajace odpowiednio niewiadome i znane (zadane) wartosci

predkosci w stopniach swobody modelu. Mozemy to wyrazi¢ wzorem

ANy x1 = Jonyxn Avx1 + Jony s Quvess s N + NP = 6Ny, (62)

gdzie J 1 JP' sa znowu macierzami boolowskimi. Podobny podziat dotyczy réwniez wektora
0q®, przy czym dla wariacji kinematycznie dopuszczalnych mamy dg” = 0, a wigc

56]§NNX1 = JonyxN OGN x1 - (63)
Uwzgledniajac te zaleznoSci w réwnaniu (60) przepisujemy je w postaci

5q"Kq+06q"KP¢™ =6q" f (64)
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gdzie B B B B
Kyov=J"K8J,  KY o =J K8, fya=J"f5 (65)

Poniewaz zasada prac przygotowanych obowiazuje dla kazdej kinematycznie dopuszczalnej
wariacji pola przemieszczen, réwnanie (64) musi by¢ spetnione dla kazdej warto$ci wektora dq.
Wynika stad macierzowe réwnanie réwnowagi

Kq=f—K"§" (66)

w ktérym niewiadoma jest wektor g. Sens fizyczny tego wektora to wartoSci niewiadomych
predkosci w punktach weztowych — majac te wartoSci mozemy, przy pomocy oméwionych
wczesniej wzoréw interpolacyjnych, wyznaczyé przyblizone pola predkosci, predkosci od-
ksztalcenia i naprezen we wszystkich punktach zdyskretyzowanej powloki. Lewa strona row-
nania to wektor réwny wartoSciom sit wewngtrznych w arkuszu blachy, zastapionych przez
odpowiadajace im sity w weztach. Sens fizyczny wektora f po prawej stronie rOwnania to za-
stepcze sity zewnetrznego obciazenia przylozone w punktach weztowych modelu. W typowych
zadaniach ten wektor jest zerowy, poniewaz sitami obcigzajacymi arkusz blachy sa zwykle nie-
znane reakcje kontaktowe, o ktérych bedzie mowa w dalszej czgsci rozdziatlu. Wektor zadanych
predkosci gP* w typowych zadaniach jest rowniez zerowy (zwykle zadajemy predkosci narze-
dzi, a nie punktéw blachy), jesli jednak tak nie jest, to czton — K P'gP" po prawej stronie oznacza
sity reakcji zlokalizowane w weztach modelu blachy, wywotane przez zadanie kinematycznych
ograniczen na wartosci predkosci weztowych.

Réwnanie (66) jest faktycznie uktadem réwnan algebraicznych wzgledem sktadowych wek-
tora g. Jest on nieliniowy, poniewaz, jak juz wspominalismy, K = K (q) (dotyczy to réwniez
macierzy KP"). W szczegélnych przypadkach, dla obciazeri niezachowawczych (np. ttoczenie
za pomocg ci$nienia wywieranego na arkusz blachy), moze tez istnie¢ zaleznos¢ f = f(q).

3.5 Warunki kontaktowe i ich uwzglednienie w rownaniach réwnowagi
Ogoélne sformutowanie warunkéw kontaktu

W dotychczasowych rozwazaniach zaktadaliSémy, ze blacha obciazona jest znanymi sitami,
oznaczonymi przez t; w rOwnaniu (24). W rzeczywistosci, poza rzadkimi przypadkami szcze-
g6lnymi, sity dziatajace na powloke sa przewaznie nieznane i zaleza od aktualnego ksztattu
powtloki i1 potozenia narzedzi. Sa to sily reakcji pojawiajace si¢ na powierzchni kontaktu po-
migdzy blacha a narzedziami.

W rozwazanym modelu procesu ttoczenia narzedzia beda traktowane zawsze jako ciata
sztywne, poddane zadanemu ruchowi o charakterze postgpowym. W kazdej chwili zatem
znamy ich potozenie i ksztalt powierzchni zewnetrznych, oznaczanych jako I'. W szczegdl-
nosci, w kazdym punkcie na powierzchni narzedzia znany jest kierunek normalny okreslony
przez jednostkowy wektor n; skierowany na zewnatrz narze¢dzia (poniewaz narzgdzia nie moga
si¢ obracaé, wektor ten w danym punkcie powierzchni nie zmienia si¢ w czasie).

Na pewnym fragmencie powierzchni narzgdzi /' ma miejsce kontakt z blachg. Fragment ten
pokrywa si¢ w danej chwili z fragmentem powierzchni zewnetrznej arkusza blachy 02¢ C 0f2.
Obszar 042°¢ traktujemy w ogdlnosci jako sume roztacznych podobszaréw spéjnych — kontakt
moze bowiem zachodzi¢ jednocze$nie w kilku miejscach na powierzchni tego samego narze-
dzia, a tym bardziej jesli mamy wigcej niz jedno narzedzie i kilka roztacznych powierzchni skta-
dajacych si¢ na I'. Na powierzchni 02° pojawiaja sig rozktady sit reakcji kontaktowych ¢$(x)
(majacych tu wymiar naprezenia, czyli odniesione do jednostki powierzchni), dziatajace za-
rowno w kierunku normalnym, czyli réwnolegtym do n;, jak stycznym (sily tarcia). W réwna-
niu prac przygotowanych (24) musimy zatem dodac jeden czlon po prawej stronie i zapisac je
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jako
/O'z'j(sc"‘:@'jdg:/ tiéuid(89)+/ t56u;d(012). 67)
) 902, 80e

Przypominajac uproszczenia geometryczne, jakie wprowadziliSmy przy modelowaniu bla-
chy jako powtoki (wykorzystujace spostrzezenie, ze wymiar poprzeczny arkusza blachy jest
znacznie mniejszy, niz pozostate jego wymiary i w modelowaniu matematycznym traktujemy
blachg¢ jako powierzchnig), uméwimy sig, ze za punkty blachy, kontaktujace si¢ z narzedziem,
uznamy punkty nalezace do jej powierzchni §Srodkowej. Jest to oczywiscie znowu pewne przy-
blizenie. Catke po 0f2¢ zastapimy zatem catka po S¢, za$§ réwnanie prac przygotowanych dla
powtoki (31) przybierze rozszerzong postac

/ STSEdS = / (N;ou;" + M;60;) d(0S) + / tiou dS +/ tiou;" dS, (68)
S 8s s o
Podstawowa trudno$¢ w numerycznym rozwiazaniu tego réwnania stanowi fakt, ze zaréwno
powierzchnia kontaktu S€, jak wartosci sit reakcji ¢{, sa nieznane i zmieniaja si¢ w czasie.
Wyprowadzenie sformutowania mechaniki kontaktu zaczniemy od spostrzezenia, ze w prak-
tyce obliczeniowej mamy do czynienia z przyblizonym modelem dyskretnym, a nie ciagtym.
W poprzednich podrozdziatach pokazaliSmy, w jaki sposob, postugujac si¢ sformutowaniem
metody elementéw skonczonych, mozliwe jest zastgpienie niewiadomych pdl przemieszczen
1 predkosci (oraz ich wariacji) wektorami niewiadomych warto$ci weztowych poszukiwanych
pol, a catek wystgpujacych w réwnaniu prac przygotowanych — iloczynami odpowiednich
wektoréw lub macierzy kwadratowych o rozmiarze odpowiadajacym liczbie niewiadomych
warto$ci weztowych (stopni swobody uktadu). Tym samym catkowe rownanie wariacyjne (31)
mogto zostaé zastapione algebraicznym réwnaniem macierzowo-wektorowym (60). Latwo sig¢
domyslié, ze sformutowanie uwzgledniajace warunki kontaktowe, jakakolwiek miatoby postac,
rowniez zostanie docelowo doprowadzone do postaci dyskretnej, w ktorej ostatnia catka w row-
naniu (68) przybierze posta¢ iloczynu wektoréw:

6q*TK®5q® = 6" f& + 0" fE° (69)

W powyzszym réwnaniu wektor f&¢ jest, analogicznie do f&, wektorem zastgpczych sit reakcji
kontaktowych zlokalizowanych w weztach modelu blachy. Jest on zwiazany z t{ wzorami,
por. (58), (61), (65)

Ng

f5° = Z JeT e, fee =TTl = TT/ NTtds, (70)

ce
e=1

gdzie S°¢ oznacza t¢ czg$¢ powierzchni kazdego elementu, na ktérej ma miejsce kontakt (czyli
t¢ # 0), natomiast pole wektorowe t¢ okreslone na tym obszarze zawiera sktadowe sit (napre-
zen) kontaktowych w lokalnym uktadzie wspotrzgdnych. Nadal nie znamy zaréwno obszar6w
5S¢ jak sit tf, widzimy jednak, ze wektor f&° posiada niezerowe wartosci tylko w weztach, ktére
same znajduja si¢ w kontakcie, lub leza w bezpoSrednim sasiedztwie obszaru S¢ (dokladniej:
naleza do elementéw, ktére chocby czgsciowo kontaktuja si¢ z narzgdziami).

Aby wyznaczy¢ wartoSci wektora f¢ wprowadzimy w naszym modelu kontaktu nastgpujace
uproszczenia:

1. Poniewaz formulowanie warunkéw kontaktowych jest duzo prostsze w modelu dyskret-
nym, niz ciaglym, nie bedziemy zajmowac si¢ warto$ciami sit ¢$ () ani ksztattem i wiel-
kosciag obszaréw 5°, tylko skupimy si¢ od razu na dyskretnym odpowiedniku tych sit,
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Rysunek 4: Zdyskretyzowany model geometryczny kontaktu blachy i powierzchni narzedzia.
Koétkami zaznaczono wezty nalezace do zbioru S°. Dla wezta nr k3 pokazano wektory: nor-
malny n, predkosci i, s oraz reakcji p, t, o ktérych mowa w tekscie.

czyli wektorze kontaktowych reakcji wezlowych f&°. Przyjmiemy, ze jedynymi punk-
tami arkusza blachy, dla ktérych zadajemy kinematyczne ograniczenia kontaktowe, sa
wezty siatki MES, a f&° zawiera po prostu reakcje kontaktowe w tych weztach, a wigc
przyjmuje wartosci niezerowe tylko w tych weztach, ktére fizycznie sa w kontakcie. W
takim ujeciu powierzchnia kontaktu S¢ zostaje zastapiona dyskretnym zbiorem tych we-
z¥éw siatki modelu blachy, ktére kontaktuja si¢ z narzgdziami (oznaczanym dalej tym
samym symbolem S¢). Wzdr (70) przepisujemy zatem w nastepujacej postaci:

fgC: Z Jkack’ (71)
}

ke{se

gdzie f°¥ oznacza wektor reakcji kontaktowej w wezle k (zaktadamy, ze sa to tylko sity,
tj. na wezly nie dzialaja momenty kontaktowe), za$ J* jest macierza boolowska przy-
porzadkowujaca translacyjne stopnie swobody wezta & odpowiednim sktadowym global-
nego wektora g&.

. W celu wymuszenia spetnienia warunkéw kontaktowych przez rozwigzanie uktadu réw-

nan zastosujemy metod¢ wspoétczynnikéw kary, opisana m.in. w [9]. Polega ona na wpro-
wadzeniu w punktach nalezacych do S° dodatkowej ,,sztucznej sztywnosci”, ktéra wy-
musi zachowanie, z pewna doktadno$cia, warunkéw geometrycznych kontaktu i pozwoli
na wyznaczenie, rowniez z pewng doktadnoscia, sit reakcji niezbgdnych do zachowania
tej konfiguracji geometrycznej. Konsekwencja tego zalozenia jest fakt, ze w dalszych
rozwazaniach bedziemy dopuszczali niezerowa penetracj¢ powierzchni [’ przez wezly
kontaktowe. Warto$¢ tej penetracji, oznaczana symbolem g, bedziemy si¢ starali zmi-
nimalizowa¢ za pomoca odpowiednich sformutowan numerycznych, tak aby byta bliska
zeru z mozliwie dobra doktadnoscia, jednak nigdy nie bedzie ona zerowa. To zalozenie
pozwala zapisa¢ w prosty sposob kryterium, wedtug ktérego dany wezet zaliczamy do S°
lub nie — kontakt zachodzi mianowicie wtedy, gdy g > 0.

Rysunek 4 przedstawia model geometryczny kontaktu z wprowadzonymi powyzej zatozeniami.

Lokalne reakcje kontaktowe w weztach blachy i ich pochodne

Zatézmy, ze w danej chwili czasowej ¢t znamy powierzchni¢ kontaktowa, czyli zbiér S¢ weziow
znajdujacych si¢ w fizycznym kontakcie z powierzchniami narz¢dzi /. Sposoby okreSlania
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tego zbioru, czyli metody poszukiwania kontaktu, oméwimy w dalszej czgsci rozdzialu. Roz-
patrzmy wybrany punkt weztowy blachy k& € {1,..., Ny} kontaktujacy si¢ w danej chwili z
powierzchnia narzedzia, a wige nalezacy do S°. W punkcie kontaktu jednostkowy wektor nor-
malny do powierzchni narzedzia (i skierowany, jak juz wspomnieliSmy, na zewnatrz narzedzia)
jest réwny n. Poniewaz, jak zatozyliSmy, istnieje niezerowa penetracja g, uznajemy, ze punkt
kontaktowy na powierzchni, w ktérym okreslamy wektor n, to punkt ortogonalnego rzutu we-
zta k; na t¢ powierzchnig. Jezeli odleglos¢ wezta od powierzchni jest wystarczajaco mata a
powierzchnia nie ma narozy, to ten punkt mozna wyznaczy¢ w sposob jednoznaczny.

Sity reakcji kontaktowych w rozpatrywanym wezle f°* sa suma sit normalnych p (czyli
zgodnych z kierunkiem n) i1 stycznych ¢ (czyli prostopadtych do tego kierunku). Pierwsze
swoim dziataniem utrzymuja punkt na powierzchni kontaktowej, drugie natomiast wynikaja
ze zjawiska tarcia 1 pojawiaja si¢ przy poslizgu punktu po powierzchni. Poniewaz natura obu
rodzajow reakcji jest zupetnie odmienna, bedziemy je rozpatrywali odrgbnie.

Zacznijmy od sil normalnych. Przyjmiemy zatozenie, ze

p = €'gn, (72)

gdzie €" jest wspotczynnikiem kary dla reakcji normalnych. Jego sens fizyczny to wspomniana
juz ,,sztuczna sztywnos$¢” dodana na powierzchni kontaktu, ktérej zadaniem jest ograniczenie
glebokosci penetracji. Nietrudno domysli€ sig, ze jesli ta sztywnoS¢ bedzie duza w poréwnaniu
ze sztywnosScig blachy, to z warunku réwnowagi pomigdzy sitami wewnetrznymi w blasze i
sitami kontaktowymi wyniknie odpowiednio mata warto$¢ penetracji. WartoS¢ wspétczynnika
kary jest ustalana arbitralnie przez uzytkownika jako parametr wejSciowy przy definicji par
powierzchni kontaktowych.

Sita p zalezy, jak wida¢, od potozenia rozpatrywanego punktu blachy i powierzchni sztyw-
nej. Z punktu widzenia iteracyjnego schematu rozwigzania réwnania réwnowagi, o ktérym be-
dzie mowa pd6zniej, istotna jest warto$¢ pochodnej tej sity wzgledem przemieszczenia punktu.
Oznaczajac przez du i du! odpowiednio nieskoficzenie mate przyrosty przemieszczenia rozpa-
trywanego punktu blachy* i kontaktujacego sie z nim punktu powierzchni narzedzia, zapisujemy

dg = —n(du — du’) = —n;(du; — dul). (73)

(2
Interesujaca nas pochodna przybiera wigc postaé

Wi _ o, 99

=€n;
au]‘ 8Uj

= —e'nn;. (74)

W powyzszych wzorach §wiadomie pomingliSmy przyrost wektora normalnego dn — zakla-
damy, ze (i) narzedzie moze porusza si¢ tylko ruchem translacyjnym i nie obraca si¢ oraz
(i) zmiana wektora m wynikajaca z poslizgu wezta po zakrzywionej powierzchni jest nie-
znaczna.

PrzejdZmy teraz do sit stycznych. Sita tarcia zalezy od wartosci reakcji normalnej |p| w
rozpatrywanym punkcie oraz predkosci jego poslizgu po powierzchni narzedzia s. Oznaczajac
przez 1 predkos§é rozpatrywanego punktu blachy, a przez v = 4! — predko$¢ narzedzia, czyli
punktéw powierzchni /', wyrazimy predkos¢ poslizgu jako

s = (I —nn")(4—v), s; = U; — v; — nni(U; — v;), (75)

4Zgodnie z przyjetym zalozeniem upraszczajacym mamy tu na mysli przemieszczenie punktu powierzchni
srodkowej blachy raczej niz punktu lezacego na powierzchni zewnetrznej, fizycznie kontaktujacej si¢ z narzedziem.
Dla uproszczenia zapisu pominiemy tu gérny indeks ™ przy oznaczeniu tego przemieszczenia.
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T
Smin

Rysunek 5: Regularyzacja modelu tarcia Coulomba; linia punktowa — model niezregularyzo-
wany (76), linia przerywana — model zregularyzowany liniowy (79), linia ciagta — model zre-
gularyzowany z wygtadzeniem (80)

gdzie wyrazenie n"(u — v) = n;(i; — v;) oznacza dlugosé sktadowej normalnej wektora
wzglednej predkosci punktu i powierzchni w — v.

Sposréd wielu znanych modeli konstytutywnych tarcia w programie zaimplementowano
najprostszy, czyli model Coulomba. Stanowi on, ze sifa tarcia

t=— m jezeli s # 0,
pp| Jezell 7 76)
It| < p|p| jezeli s = 0.

gdzie p oznacza wspodtczynnik tarcia, zas m jest jednostkowym wektorem stycznym do po-
wierzchni i zgodnym z kierunkiem poslizgu,

m=2 5=l an
S

Model tarcia w takiej postaci trudno jest jednak zastosowaé w praktyce obliczeniowej, ze
wzgledu na nieokres§long wartoS¢ sity tarcia w przypadku braku poslizgu (s = 0). Zwykle sto-
suje si¢ tu pewna regularyzacje, umozliwiajaca zadanie sily tarcia jako ciaglej funkcji predkosci
poslizgu s w sasiedztwie jej zerowych wartoSci:

t = —plplp(s)m = —pe"g p(s) m, (78)

Przyktadowo, najprostsza regularyzacja liniowa zaktada, ze

p(s) = (79)

S

1 jezeli s > sy (tarcie rozwinigte),
{ — jezeli s < sy, (tarcie nierozwinigte),
gdzie przyjeto pewna predkos¢ graniczng s,,i,, W Zalozeniu znacznie mniejsza niz typowe war-
tosci predkosci poslizgu osiggane w konkretnym zadaniu. Latwo zauwazy¢, ze przy sy, — 0
powyzszy model sprowadza si¢ do modelu Coulomba (76), a przy s, odpowiednio bliskim
zeru jest jego dobrym przyblizeniem. Inna postaé regularyzacji to funkcja hiperboliczna

©(s) = tanh <SS. ) ) (80)

bedaca wygtadzona forma funkcji (79) (widoczna wada tej pierwszej jest brak rézniczkowal-
nosci w punkcie s = Sp;). Rysunek 5 przedstawia wykresy funkcji ¢(s) dla obu przypadkéw
regularyzacji.

W praktyce obliczeniowej przyjeto si¢ uzalezniaé wartoS¢ s,,;, od warto$ci reakcji normal-
nej |p| dziatajacej w danym punkcie. Przez analogi¢ do " dla warunku normalnego, definiuje



3 Roéwnania réwnowagi w sformutowaniu MES 27

sie wpotczynnik kary dla warunku stycznego €' o ustalonej arbitralnie wartoSci, a warto$¢ s,
wylicza si¢ ze wzoru
Ip| _ e
Smin = e—t:gg (81)
Jak widaé, im wigksza warto$¢ €', tym mniejsza (dla zadanej sity normalnej) wielkoS¢ sy , a
tym samym wigksza doktadno$¢ numerycznego modelowania warunku tarcia.

Podobnie, jak dla reakcji normalnych, wyznaczymy jeszcze pochodne czastkowe sily stycz-
nej t (78) wzgledem sktadowych przemieszczenia punktu, a w tym przypadku réwniez wzgle-
dem jego predkosci. Bezposrednia zalezno$¢ od przemieszczen ma miejsce poprzez wielko$¢
g. Korzystajac z (73) oraz z (81) zapisujemy

8t,~ n 8g

pu. = ~H g P (S)m = () mam ®2)

gdzie przez ¢*(s) oznaczyliSmy wyrazenie

(s) + do(s) dsmin _ (83)

wi(s) = wls) +9 30 — =g,
Dla regularyzacji liniowej (79) wielkoS¢ ta jest rowna

1 jezeli s > smin

=1 (84)

0 jezelis < Smin,

zas$ dla (80)

S

[1—¢%(s)] . (85)

Do wyznaczenia pochodnych wzgledem predkosci w; skorzystamy z zaleznosci (75) i (77),
ktérych zr6zniczkowanie daje kolejno

p (s) = p(s) —

Smin

ds;, = (5,] - nzn])(du] - dvj)’

ds = midsi = mzduz,
1 1
dml- = _(5ij — mimj)dsj = _(51']' — nmj — mlm])(duj — d’Uj)
S S

(w przeksztatceniach skorzystaliSmy z ortogonalnosci wektoréw n i m, n;m; = 0). Po podsta-
wieniu otrzymujemy

ot _ n / Os @(S) om;
8’&]' - reg |}0 (S) 8uj i + S 8uj
s
= —,ueng |:(p,(8) mimj + %(5” — TLZ'TL]‘ — mlm])} s (86)
gdzie, w przypadku regularyzacji (79)
, 0 jezeli s > Sy
p(s) = L jezeli s < Smin 87)
za$ w przypadku regularyzacji (80)
1
Ps)=—[1-¢(s)]. (88)
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Reasumujac, reakcje normalne p; w danym punkcie weztowym wyrazaja si¢ wzorem (72),
za$ reakcje styczne t; — wzorem (78). Ich pochodne wzgledem wu; 1 u; wyrazaja si¢ z kolei
odpowiednio wzorami (74), (82) oraz (86).

Uprzedzajac ponownie rozwazania dotyczace catkowania po czasie, zauwazymy, ze po-
chodne po przemieszczeniach i ich predkosciach nie sa od siebie niezalezne: jeSli znane jest
rozwiazanie u! i 47 w pewnej chwili ¢, , a poszukiwane " w chwili t,,; = t, + AL, to
przemieszczenie u?"! musimy zatozyé w postaci zgodnej ze zlinearyzowana reguta catkowania
po czasie, czyli ul™ = u? + [(1 — 9)u? + 90| At, gdzie ¥ jest zadanym parametrem wa-
gowym z przedziatu (0, 1]. Wynika stad, ze dla dowolnej wielkosci (-) w chwili ¢, zachodzi
O(-)" 1 /oultt = AL O(-)"+! /oul . Wprowadzajac oznaczenie

d(p; + t;)"

dutt
J

cnt+l
Dgt = —

(jest to lokalna styczna macierz lepkosci zwigzana z reakcjami kontaktowymi; sens znaku ,,mi-
nus” w powyzszej definicji stanie si¢ jasny w dalszej czgSci rozwazan), 1 pomijajac dla przej-
rzystosci indeks (n + 1), mozemy zapisac:

8tl 8]9@ 8tl
Df, = ————9A )
K 8Uj Al <8u] + 8Uj) (89)

Pochodne czastkowe sit p; 1 t; w powyzszym wzorze wyliczamy ze wzoréw, odpowiednio, (74),
(82) oraz (86). Przepiszmy zatem wzor (89) jako

©(s)

Djy = pe'yg {T(@j — nynj —mym;) + Spl(s)mimj}
+ JAL [€"nin; — petp*(s) min,] . (90)
Warto zwréci¢ uwage, ze macierz D¢ jest niesymetryczna. Przyczyna tej asymetrii jest

czton m;n; , ktéry pojawia si¢ w pochodnej 0t;/Ou; we wzorze (82). Jest to znany fakt, ktory
powoduje niedogodnosci numeryczne; wspomnimy o tym szerzej w podrozdz. 4.2.

Globalny wektor reakcji kontaktowych i macierz styczna

Znajac wyrazenia na sity reakcji kontaktowych w poszczegdlnych weztach, mozemy wyzna-
czy¢ globalny wektor f2°, p. wzor (71):

fe= ) JUE ="+t 1)

ke{S<}

Macierze boolowskie J¥ 4 N, Moga nam réwniez postuzy¢ do zapisania lokalnych sktadowych
sit i przemieszczen w wezZle k jako funkcji odpowiednich globalnych wektoréw:

uk :qug’ pk+tk:kagc

Uwzgledniajac fakt, ze niektore sktadowe przemieszczen weztowych i ich predkosci maja
zadane wartoSci, por. (62), 1 zauwazajac, ze wariacje tych zadanych sktadowych dziatajace na
wektor f& w réwnaniu (69) sa zerowe, przeksztatlcamy to réwnanie do postaci analogicznej
do (64),

0q"Kq+0q K™¢" =dq' f +0q" f*, (92)
gdzie
Fraa =T f5 (93)
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Wobec dowolnosci wariacji dq otrzymujemy macierzowe rownanie rownowagi rozszerzone o
sity reakcji kontaktowych. B B
Kq=f+f"—K"q¢" 94)
Pochodne sktadowych sit kontaktowych wzgledem sktadowych wektora g wyrazimy wow-
czas w postaci macierzy N x N:

e _ Ofs
R

gC
o

aa 5oz B8 = Jaa Jia D3 Jj5 Tas (95)
(e

ke{Sc<}

gdzie sktadowe macierzy D°* mozna obliczyé dla kazdego wezta kontaktowego k ze
wzoru (89).

Uwzglednienie obciazen przylozonych do narzedzi

Powyzsze rozwazania, dotyczace uwzglednienia w analizie reakcji kontaktowych, byty pro-
wadzone przy milczacym zatozeniu, ze polozenia i predkoSci powierzchni sztywnych, czyli
powierzchni narzedzi, sa w kazdej chwili doktadnie znane. Ten warunek nie jest spetniony w
przypadku powierzchni ruchomych, obciazonych sitami zewnetrznymi (tzw. dociskaczy). Sci-
Slej, zwykle znamy przyblizone potozenie dociskacza, wynikajace z potozenia innych narzedzi
sztywnych, do ktérych blacha jest przez niego dociskana. Jednak sity reakcji kontaktowych
moga nieznacznie przemieszczaé dociskacz, zwlaszcza w kierunku normalnym do powierzchni
kontaktu. Przy naszym podejSciu do modelowania kontaktu, wykorzystujacym wspotczynniki
kary, takie nieznaczne ruchy moga miec istotne znaczenie dla wielkosci tych reakcji.

Poniewaz w przedstawionym sformutowaniu trudno byloby efektywnie wprowadzié poto-
zenie dociskacza jako dodatkowa niewiadoma w wektorze g, w programie zastosowano nastg-
pujacy uproszczony schemat obliczeniowy dla obciazen dociskacza.

Przyjmujemy, ze dociskacz jest nieruchomy, a jego potozenie jest zgodne z warunkami brze-
gowymi zadanymi na inne narzgdzia. Konkretniej, jezeli w rozpatrywanym zadaniu wybraliSmy
domys$lny model geometryczny, w ktérym blacha jest traktowana jako powierzchnia o grubosci
zerowej (grubos¢ jest jedynie ,,wlasnos$cia materiatowa” punktéw powierzchni), to powierzch-
nia dociskacza powinna znajdowac si¢ na tej samej wysokosSci co powierzchnia matrycy — w
ten sposOb obie powierzchnie kontaktuja si¢ z powierzchnig blachy umieszczona miedzy nimi
na tej samej wysokosci. W przypadku wyboru zmoyfikowanego modelu geometrycznego, w
ktérym grubos$¢ blachy jest uwzgledniana przy analizie kontaktu, dociskacz powinien by¢ od-
dalony o grubo$¢ blachy od matrycy (a wezty blachy powinny by¢ oddalone o p6t grubosci
blachy od kazdej z tych powierzchni). W kazdym razie poczatkowa penetracja migdzy blacha
a oboma narzedziami jest zerowa.

Przyjmujemy réwniez, ze reakcja normalna pomigdzy weztem arkusza blachy a powierzch-
nig dociskacza (sifa z jaka dociskacz dziata na wezet blachy) wyraza si¢ wzorem podobnym
do (72)

p = Mgn, (96)

gdzie n jest wektorem jednostkowym normalnym do powierzchni dociskacza, g = g + g* jest
réwne penetracji dociskacza powigkszonej o malq ,tolerancj¢” ¢g* (rzedu 0,1 grubosci blachy;
chodzi o to, aby reakcje byly niezerowe rowniez dla tych weztéw, ktére w danym momencie
nieznacznie penetruja sasiadujace narzgdzie, pozostajac tym samym w pewnej odlegtosci od
dociskacza), zas €”" jest, analogicznie do wspétczynnika kary €, wspétczynnikiem skalujacym,
ktérego obecnos¢ wymusza zréznicowanie reakcji w réznych punktach w zaleznosci od lokalne;j
glebokosci penetracji g. Reakcja styczna, wyraza si¢ analogicznie do (78) jako

t = —plp| o(s) m = —pue™g o(s) m, ©7)
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Warto$é €°" nie jest w tym przypadku ustalona arbitralnie. Musi ona byé bowiem tak do-
brana, aby suma reakcji migdzy weztami blachy a dociskaczem réwnowazyta zadane obciazenie
dociskacza fP". Przyjmujemy tu upraszczajace zalozenie, ze sity reakcji dziatajace poprzecz-
nie do kierunku obciazenia (np. tarcie) sa zbyt male, aby mogly wptynaé na destabilizacj¢ jego
potozenia (zwykle zreszta pozostaja one w rOwnowadze, lub dociskacz ma zadane ogranicze-
nie ruchu w kierunku poprzecznym). W takim przypadku wymagane jest spetnienie warunku
réwnowagi sit jedynie w kierunku dziatania sity f". Warunek ten wyraza si¢ jako

|:Zke{sbh}(pk + tk)} fbh = |fbh|27 (98)

gdzie {SP} oznacza zbiér wezléw blachy kontaktujacych si¢ w danej chwili z powierzchnia
dociskacza z doktadnoscia do tolerancji g*. Zatem, po podstawieniu wzoréw (96)—(97), otrzy-
mujemy

bh|2
6bh — ‘f ‘ ) (99)

[Zke{sbh} gF(n* — pp(sh) mk)] foh

Uwaga: Powyzszy wz6r na wyznaczenie wspStczynnika e nie jest niestety Scisty. Uwazny
czytelnik zauwazy na pewno, ze w definicji funkcji tarcia ¢(s) (a konkretnie w wystgpujacej
w niej wielkosSci Sy,;,) zawarty jest rowniez wspotczynnik kary, w tym przypadku réwny wia-
$nie P, W efekcie zalezno$¢ sit tarcia od €™ jest faktycznie nieliniowa i wspétczynnik ten
powinien by¢ wyznaczany iteracyjnie. Zauwazmy jednak, ze dla tarcia rozwinigtego (a z takim
bedziemy mieli do czynienia w wiekszosci punktéw blachy) wptyw wartosci €”" na sity tarcia
jest albo zerowy (regularyzacja liniowa), albo znikomy (regularyzacja hiperboliczna). Dlatego
implementacja w programie NUMPRESS-Flow pomija iteracje 1 positkuje si¢ wzorem (99), w
ktérym do wyznaczenia s, uzyto wartosci €” wyliczonej w poprzednim kroku/iteracji réw-
nowagi.

Sity p* i t* dla weztéw k € { S} sa odpowiednio dodawane do wektora globalnych reakcji
kontaktowych f&°. Podobnie, jak w przypadku zwyktych reakcji kontaktowych, wyznaczymy
rowniez pochodne tych reakcji po przemieszczeniach i predkoSciach weztowych, niezbgdne do
wyznaczenia stycznej macierzy w procedurze rozwiazania nieliniowego uktadu réwnan réwno-
wagi. Maja one podobna postac, jak w poprzednio oméwionym przypadku, tj. postaé rownania
(89), w ktérym poszczegdlne pochodne (dla danych ¢,,, ¢, 1 dla poszczegdlnych weztéw) wy-
razaja si¢ wzorami, por. (74), (82), (86),

i, MY (8) min; — ua—ujg@(S) m;,

ot;

o, —pe’g | @' (s) mim; + @(@” — ngn; — mim;)
j

W powyzszych wzorach, oprécz cztonéw znanych nam z poprzednio wyprowadzonych
wzoréw (74), (82), (86), pojawiaja sie tez dodatkowe cztony, zawierajace pochodna Oc™® /Ou; .
Jest ona niezerowa, gdyz w tym przypadku wspétczynnik €™ zmienia si¢ przy zmianie potoze-
nia wezta, zgodnie ze wzorem (99). Co wigcej, jego wartos¢ zalezy réwniez od polozen innych
weztéw pozostajacych w kontakcie z dociskaczem, a wigc istnieje niezerowa pochodna sit re-
akcji w wezle ky po przemieszczeniach wezta ky . Rézniczkujac (99) wzgledem przemieszczen
k-tego wezta i uwzgledniajac (96)—(98) otrzymujemy po przeksztalceniach

o Ebh bh

*( ok
o = g|;bh|2 (fbhp’“ + fhe ‘fo ((Ssk))) nk . (100)

J




3 Roéwnania réwnowagi w sformutowaniu MES 31

Poniewaz skladowe tej pochodnej sa zwykle znacznie mniejsze niz utamek " /g, cztony zawie-
rajace t¢ pochodna we wzorach na pochodne sit weztowych sa w programie NUMPRESS-Flow
pomijane.

Koncepcja adaptacyjnego okreslania wspolczynnika kary

Wspdiczynnik kary " zdefiniowany we wzorze (72) jest wielkoScia sztuczng; typowym pa-
rametrem algorytmu, ktéremu uzytkownik nadaje pewna wartos¢ na podstawie — w duzym
stopniu — intuicji i posiadanego do§wiadczenia. Sens fizyczny tego wspoétczynnika to pewna
dodatkowa sztywnos¢, dodana w weZle kontaktujacym si¢ z powierzchnig ograniczajaca jego
ruch, ktéra powoduje, ze wezel ten napotyka ,,sprezysty opor” przy probie penetracji tej po-
wierzchni (p. rys. 6).

stan deformacja deformacja
poczatkowy bez kontaktu z kontaktem
k
('
Ye=E
f
f = ku f=kutey

Rysunek 6: Sens fizyczny wspdiczynnika kary dla przypadku z 1 stopniem swobody

Ogdlnie wiadomo, ze przyjecie zbyt malej wartoSci wspétczynnika kary prowadzi do roz-
wigzan, w ktérych warunki kontaktowe sa spetnione z niewystarczajaca doktadnoscia (gigbo-
koS¢ penetracji powierzchni narzedzi przez wezty blachy znacznie przekracza rozsadne gra-
nice). W przypadku przedstawionym na rys. 6 widac, ze aby penetracja g byta mata, wspét-
czynnik €" musi by¢ znacznie (o rzad lub kilka rzgdow wielkosci) wigkszy niz sztywnosS¢ spre-
zyny k. Z kolei zbyt duza warto$¢ €" prowadzi do ztego uwarunkowania uktadu réwnan (118)
— cztony “kontaktowe” macierzy stycznej K ° maja bowiem wartosSci liczbowe przekraczajace
o wiele rzedéw wielkoSci pozostate cztony macierzy K. W praktyce wigc warto$¢ wspotczyn-
nika kary dobierana jest najczg¢sciej metoda préb i bledéw, az otrzymane rozwiazanie spetnia
okreS§lone wymagania doktadnosci i zbieznosci.

Ten sposob postepowania bywa niezadowalajacy. Czesto bowiem lokalna sztywnoS¢ mo-
delu jest r6zna w réznych miejscach (np. rejony uplastycznione i nieuplastycznione), wigc i
warto$ci wspotczynnika kary powinny by¢ lokalnie urozmaicone i zmienne w czasie. Uzytkow-
nik nie jest w stanie wysledzi¢ tego rodzaju niuanséw i dobrana wartos$¢, wspdlna dla catego
modelu i dla catego czasu analizy, w konsekwencji nie spetnia wszystkich wymagaf.

W ramach projektu NUMPRESS opracowano metod¢ zautomatyzowanego adaptacyjnego
modyfikowania wspoiczynnika kary przy zadanym poziomie oczekiwanej doktadnosci spetnie-
nia warunkéw kontaktowych. Metoda zostata opublikowana w artykule [3]. Metoda ta jest
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dostgpna w programie NUMPRESS-Flow jako opcja alternatywna do metody opisanej na po-
czatku Sekcji 3.5. Przedstawimy tu gtéwne elementy jej wyprowadzenia.

Ograniczmy si¢ do przypadku kontaktu wylacznie z reakcjami normalnymi (tj. bez tarcia)
— zalozenie to znacznie upro$ci rozumowanie, a jednocze$nie nie wpltywa istotnie na wynik.
Pominmy tez — jako praktycznie nieistotne w zagadnieniach tloczenia blach — przypadki jed-
noczesnego kontaktu jednego wezta z dwiema lub wigcej powierzchniami o réznych kierunkach
normalnych, na ich wspdlnej krawedzi lub narozu (nie dotyczy to przypadku jednoczesnego
kontaktu np. z matryca i dociskaczem — jak juz wspomnieliSmy, dla przypadku powierzchni
obcigzonych sitami zewnetrznymi procedura analizy kontaktu jest nieco odmienna). Wpro-
wadzmy za to dodatkowe zalozenie, ze wspéiczynnik kary " moze miec r6zne wartosci dla réz-
nych weztéw pozostajacych w kontakcie. W kazdym wezle k£ € {S°} mamy zatem, por. (72),
(90),

ck =p" = Fghnk, DSk, = 96t Fnfntt

gdzie konsekwentnie pomingli§my réwniez indeks ™ przy wspotczynniku kary €. Wstawiajac
powyzsze wyrazenia do réwnan (91), (95) 1 wprowadzajac oznaczenie

k _ kT 7k
1xN = Mxsd3un
otrzymujemy

fia= >, Q" Ki.y= ) 0itdQQr (101)

ke{Sc} ke{Sc}

Wyrazenia te mozna jeszcze uproscié, oznaczajac

k1
IxN
QM XN —

ke

IxN
gdzie kq, ..., ky oznaczaja numery weztéw kontaktowych, stanowiacych zbior {S°¢}, zas M
oznacza liczbg tych weziéw. Wowcezas

ff=Q%¢g, K'=95tQ"eqQ, (102)

gdzie €)7, s jest diagonalng macierza kwadratowa zawierajaca wspétczynniki kary €*, k =
1,..., M, za$ gy« jest kolumnowa tablica (wektorem) wartoSci penetracji g* w poszczegdl-

nych weztach kontaktowych k£ = 1,..., M.

Prostokatna macierz @« y zawiera gtéwnie zera, za§ w miejscach odpowiadajacych po-
szczegdlnym weztom kontaktowym zawiera sktadowe jednostkowych wektoréw normalnych
do powierzchni kontaktu w globalnym uktadzie wspétrzednych. Z faktu, ze n™n = 1, wynika,
7e

Q'Q =1y - (103)

WprowadZzmy oznaczenia f*° = f — f¢i K™ = K' — K° na okreSlenie odpowiednio
wektoréw obciazen weztowych i czlonéw macierzy stycznej uktadu, odpowiadajacych tym ob-
cigzeniom zewnetrznym, ktére nie maja zwiazku z reakcjami kontaktowymi migdzy blachg i
narzedziami.®> Réwnania (118)—(120) przybieraja postaé

Kéq = r, (104)

Do tych obciazen zaliczamy réwniez obciazenia od dociskacza, ktére wprawdzie realizowane sa za posred-
nictwem reakcji kontaktowych, jednak sposéb wyznaczania wspotczynnika kary przy ich obliczaniu jest inny, niz
w przypadku opisywanym tutaj.
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gdzie

r = f*“-Kq+Q'eg, (105)
K = K"+ K™+ 9itQTeQ. (106)

za$ wektor penetracji weztéw kontaktowych g zalezy od potozen tych wezidw, a wigc w szcze-
g6lnosci od ich przemieszczen g, a w Swietle reguty catkowania po czasie (114) — od ich
przemieszczen na poczatku kroku g™ 1 predkosci q.

Wprowadzmy teraz dodatkowy wymég, aby penetracje g° w poszczegélnych weztach nie
mogly przekraczaé pewnych zadanych granicznych wartosci 6%, ktére nazwiemy tolerancjami
doktadnosci analizy kontaktu. W dalszych rozwazaniach bgdziemy przyjmowali jednakowe
wartoSci tej tolerancji dla wszystkich weztéw (lub grup weztéw), poniewaz jednak ich zrézni-
cowanie dla poszczegdlnych weztow nie komplikuje niniejszego wyprowadzenia, zachowamy
tu indeks k przy wartoSciach 6. W najgorszym, granicznym przypadku dopuszczamy wigc, ze
g = 0, gdzie 0« jest kolumnowym wektorem wartosci tolerancji w poszczegélnych weztach
kontaktowych.

Oczywiscie na poczatku danego kroku obliczeniowego, lub na poczatku kolejnej iteracji
réwnowagi, mamy w ogélnosci g # 4. Sprobujmy zatem okreslic wymagania, jakie powinny
spetnié wspoétczynniki kary €, zgromadzone na przekatnej diagonalnej macierzy e, aby po
obliczeniu nowej warto$ci wektora ¢ rownos$¢ g = & byta spetniona choéby w przyblizeniu.

W jednowymiarowym przyktadzie przedstawionym na rys. 6 tatwo przekonaé sig, ze dla
uzyskania wyniku g = ¢ powinniSmy przyja¢ wartos¢

w_ [ —k(0+d)
€ =

5 5
gdzie d oznacza poczatkowa odlegto$¢ wezta kontaktowego od powierzchni (w przypadku, gdy
w chwili poczatkowej wezet juz penetruje powierzchnig, powinniSmy w powyzszym wzorze
wstawi¢ w miejsce d glteboko$¢ poczatkowej penetracji ze znakiem minus). Warto zwrocicé
uwage, ze im mniejsza wartoS¢ tolerancji 6 w mianowniku, tym wigksza jest wymagana warto$¢
wspotczynnika kary. Zauwazmy tez, ze gdyby obliczona warto$¢ €” okazata si¢ zerowa lub
ujemna (co formalnie nie jest wykluczone), oznaczatoby to, ze w koncowej konfiguracji kontakt
nie wystepuje i wspotczynnik kary nalezy przyjac jako zerowy (lub po prostu usunaé dany wezet
ze zbioru S°).

W przypadku modelu MES wyprowadzenie warunku na € jest bardziej skomplikowane. Za-
16zmy, ze na poczatku kolejnej iteracji rownowagi znamy przyblizona warto$é rozwiazania gi,
czyli przyblizone predkosci w weztach modelu arkusza blachy. Przyblizone przemieszczenia
weztéw, w tym weztéw nalezacych do S, dane sa wzorem, p. (114)

(107)

G=q"+[(1-9)q" +9q] At.

W weztach nalezacych do S¢ przemieszczenia te odpowiadaja penetracjom g, w og6lnosci nie
spetniajacym zadanej tolerancji. Dazymy zatem do tego, aby poprawka predkosci dq, wyli-
czona w kolejnej iteracji, powodowala takie przesunigcie wegztow kontaktowych, aby penetracje
g = g + dg byly réwne 9.

Zgodnie z regula catkowania predkosci po czasie, dla kazdego wezta mamy

0q = VAt dq.
Dla kazdego wezta kontaktowego mamy ponadto

5gk = —nkT(suk = —Qk(sq’ l{} = 17 ey M,
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co mozna zbiorczo zapisaé jako
0g = —Qdq.

Warunek, ktérego spetnienia zadamy dla rozwiazania dq, daje si¢ wigc wyrazic jako
0 =g —JAtQig (108)
Tymczasem poszukiwana poprawka dq jest rozwigzaniem uktadu réwnan (104)—(106), czyli
(K" + K™ +95tQ"eQ)dg=f*—Kg+ Q" eg.

Eliminujac z powyzszego rownania wielko$¢ g przy wykorzystaniu warunku (108) otrzymu-
jemy po redukcji wyrazéw podobnych

(KSh+KnC) 5q: fnc_K'q'+QT€5

Tak otrzymane réwnanie mnozymy lewostronnie przez () i wykorzystujemy warunek ortogo-
nalnosci (103). Po przeniesieniu na lewa strong wyrazéw zawierajacych € otrzymujemy

ed=-Q[f—Kq— (K" + K"™)dq] (109)

Warunek (109) jest uktadem M réwnai z niewiadomymi €, k = 1,..., M, zgromadzonymi
na przekatnej macierzy diagonalnej e. Jak tatwo zauwazy¢, ukiad jest rozprzezony, tj. kazda
niewiadoma mozna odpowiednio wyznaczy¢ ze wzoru

1 - .
€ = =<7 Qra [f3° — Kapds — (K35 + K35) 0ds] - (110)

Wzory (110) sa wielowymiarowym odpowiednikiem wzoru (107) (znak ,,minus” wynika z
przyjetej definicji wektoréw normalnych w tablicy @ jako skierowanych przeciwnie do pene-
tracji). Widac jednak, ze w obecnym sformutowaniu wzory te nie daja si¢ zastosowac, poniewaz
po ich prawej stronie pojawiaja si¢ niewiadome 0¢g, ktére nie sa na tym etapie znane.

W tym momencie zauwazmy, ze naszym ostatecznym celem nie jest doprowadzenie do do-
ktadnego spelnienia warunku (108). W rzeczywistosci wystarczy nam uzyskanie rozwigzania,
w ktérym wartoSci penetracji weztowych bgda w przyblizeniu spelnialy ten warunek, a wigc
beda rzedu 4. Intuicja podpowiada wigc, ze wspélczynniki kary €*, spetniajace te oczekiwania,
moga by¢ wyznaczone ze wzoru (110), jezeli w miejsce niewiadomych wartoSci elementow
wektora d¢ podstawimy jakie§ warto$ci przyblizone dq, ktére potrafimy oszacowaé. Zwréémy
uwage, ze w kolejnych iteracjach r6wnowagi poprawka wektora uogélnionych predkosci wezto-
wych dq jest coraz mniejsza i w zbieznym schemacie iteracyjnym (a tylko o takich tu méwimy)
dazy do zera. Jednoczesnie poprawka ta ma spetnia¢ warunek (108) w weztach kontaktowych.
Stawiamy zatem hipoteze, potwierdzong w przedstawionych dalej testach numerycznych, ze
takim wystarczajaco dobrym przyblizeniem wektora dq jest wektor sktadajacy sig:

e w wezlach kontaktowych — z predkosci, zapewniajacych ortogonalne zrzutowanie tych
weziéw na powierzchnig kontaktu na koncu kroku,

e w pozostaltych weztach — z wartoSci zerowych.

Wyzej wymienione warunki mozna formalnie zapisaé w postaci nastgpujacego wzoru:

_ . - 1
0Gs = QrsJr, 0Gg = N 9qs , (111)
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ktéry po podstawieniu do réwnania (110) prowadzi do warunku

1

SEOAL [Qka (K(thﬁ + 2%) Qlﬁf]l] . (112)

& = O (2~ Kagis) -
Przyblizenie (111) jest z cala pewnoScia wystarczajace w dalszych iteracjach réwnowagi,
kiedy rozwiazanie jest bliskie zbieznosci. Tylko wtedy bowiem zastgpienie zerami przyrostow
predkosci w weztach swobodnych moze by¢ uznane za dobre przyblizenie. W pierwszej ite-
racji, lub w pierwszych dwdch, to zatozenie moze by¢ uznane za problematyczne. W takim
przypadku oczywiscie mozna zastosowac tradycyjne podejscie, ze wspotczynnikami kary wy-
znaczonymi arbitralnie. Jednak testy numeryczne przeprowadzone przez autorOw wskazuja, ze
wzor (112) daje si¢ z powodzeniem stosowac juz poczawszy od pierwszej iteracji rownowagi,
a wyniki sa zadowalajace.

Metoda adaptacyjnego wyznaczania wspotczynnika kary ma jednak jedna ujemna cechg.
Liczba iteracji r6wnowagi niezbgdnych do uzyskania zbiezno$ci w kazdym kroku jest zwykle
wigksza niz przy tradycyjnej metodzie ze statym wspétczynnikiem kary. Dlatego przynajmniej
w niektérych zadaniach uzycie metody tradycyjnej moze by¢ bardziej wskazane, niz metody
adaptacyjne;.

Poszukiwanie kontaktu

Réwnania przedstawione powyzej w niniejszym podrozdziale mozna zastosowac pod warun-
kiem, ze wiemy, ktore z weztow siatki MES arkusza blachy w danej chwili kontaktuja si¢ z
narzedziami. Wyznaczenie przyczynkoéw do macierzy stycznej (128) 1 wektora reakcji kontak-
towych (91) musi by¢ wigc poprzedzone wyznaczeniem zbioru weztow, ktérych te przyczynki
dotycza, a wigc weztéw, ktére w danej chwili maja dodatnia penetracje g ktoérejs z powierzchni
sztywnych.

Odbywa si¢ to generalnie poprzez obliczenie odleglosci kazdego wezta blachy od kazdej
powierzchni sztywnej. Nastepnie nalezy okresSli¢, czy dany wezet da si¢ zrzutowaé na po-
wierzchnig¢ (jest ona ograniczona krawedziami, wigc rzut moze wypasé poza ich obrgbem), a
jezeli tak, to po ktorej stronie powierzchni wezet si¢ znajduje (powierzchnie te maja rozrdz-
nialne strony, zewnetrzna i wewngtrzna, wigc odleglos¢ wezta od jego rzutu na powierzchnig
moze by¢ odpowiednio dodatnia lub ujemna).

Powierzchnie sztywne sa zdyskretyzowane, czyli zdefiniowane przez roztaczne siatki tréj-
katnych elementéw sztywnych rozpietych na weztach. Spos6b numeracji weztéw implikuje
rozrdznienie na strong¢ zewngtrzng 1 wewnetrzng kazdego elementu (patrzac od zewnatrz po-
winniSmy widzie¢ wezly ponumerowane przeciwzegarowo), za$ prawidlowa siatka nie moze
zawieraé par sasiadujacych elementéw o przeciwnej orientacji wngtrze/zewnetrze.

Typowy algorytm poszukiwania kontaktu dla powierzchni zdyskretyzowanej [9] polega na
znalezieniu dla danego wezta blachy P najblizszego wezta siatki elementow powierzchni kon-
taktowej K, a nastgpnie sprawdzeniu, czy punkt P rzutuje si¢ ortogonalnie na ktérys z ele-
mentéw siatki sasiadujacych z weztem K. Jesli tak, to odlegtos¢ punktu P od jego rzutu P’
jest szukang odlegtoscia od powierzchni, a iloczyn wektora PP’ wektora normalnego do po-
wierzchni (skierowanego na zewnatrz) decyduje o znaku tej odlegtosci.

Taki algorytm generuje jednak liczne btedy w przypadku nieregularnych siatek, a takie wia-
$nie sa czesto siatki dyskretyzacji powierzchni sztywnych. W takich siatkach najblizszy wezet
czesto nie styka si¢ z elementem zawierajacym rzut punktu na powierzchnig. Przyktadem niech
bedzie sytuacja przedstawiona na rys. 7 (zat6zmy dla uproszczenia, ze punkt P lezy na po-
wierzchni, czyli P = P’). Kolorem szarym zaznaczono obszar, gdzie algorytm bedzie probowat
znaleZ¢ rzut punktu P, oczywiscie bezskutecznie.
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Rysunek 7: Przyktad prawidtowego i btgdnego dziatania tradycyjnego algorytmu poszukiwania
kontaktu

Dlatego w programie NUMPRESS-Flow zastosowano bardziej kosztowny numerycznie, ale
tez bardziej niezawodny algorytm, w ktérym dla kazdego wezta blachy P poszukiwany jest naj-
blizszy element dyskretyzacji powierzchni sztywnej. Odbywa si¢ to metoda rzutowania punktu
P na ptaszczyzng kolejnych elementéw. Jezeli rzut P’ nalezy do obszaru elementu, szukang
odlegtoscia jest dlugos¢ odcinka PP’. Jesli nie, punkt P jest rzutowany na poszczegolne kra-
wedzie tréjkatnego elementu. Jezeli rzut P’ lezy na jednej z krawedzi, szukana odlegtoscia
jest znowu dtugosé odcinka PP’. Jesli nie, jest nia najmniejsza z odlegtosci punktu P od
wierzchotkéw elementu (punkt rzutowania P’ to w tym przypadku wspomnniany najblizszy
wierzchotek).

Odlegtos¢ punktu od powierzchni definiujemy jako najmniejsza z odlegtosci tego punktu od
poszczegdlnych elementéw powierzchni. Ponadto wynikiem algorytmu jest punkt rzutowania
P’ i stowarzyszony z nim najblizszy element e,;, . Dwa ostatnie wyniki (a czgsciej tylko ten
ostatni) moga by¢ niejednoznaczne — wowczas program wybiera jedng z dostgpnych mozli-
wosci w spos6b przypadkowy.

Aby zastosowa¢ wzory na reakcje kontaktowe z podrozdz. 3.5, konieczne jest jeszcze wy-
znaczenie wektora n normalnego do powierzchni w punkcie P’, skierowanego na jej zewnatrz.
Znajac ten wektor, mozemy okresli¢ znak penetracji g, réwnej co do modutu odlegtosci PP’.
Jesli punkt P’ lezy wewnatrz elementu e,;, , Sprawa jest prosta, gdyz wektor n jest po prostu
wektorem normalnym do plaszczyzny elementu (dla ktérej potrafimy okresli¢ jednoznacznie,
ktora strona jest zewnetrzna). Jesli nie, wowczas mamy dwie mozliwosci: albo punkt P’ lezy
na granicy mi¢dzy elementami nielezacymi w jednej ptaszczyZnie (wspdlna krawedz lub wierz-
chotek) — wtedy wektorem normalnym jest wektor jednostkowy kierunku PP lub P'P (w
zalezno$ci od znaku iloczynu skalarnego n i wektoréw normalnych do sasiadujacych elemen-
tow), albo punkt P’ lezy na krawedzi zewnegtrznej powierzchni sztywnej — wtedy uznajemy,
ze punkt P nie rzutuje si¢ na powierzchnig, czyli nie jest w kontakcie z nig. Mozna wykazaé,
ze takie sformutowanie jest jednoznaczne, o ile katy migdzy ptaszczyznami sasiadujacych ele-
mentow sa rozwarte. Warunek ten mozna uznac za spetniony — w procesach tloczenia blachy
narzgdzia maja zawsze tagodne, zaokraglone ksztatty, wigc mozna zatozy¢, ze dla odpowiednio
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gestych siatek przypadki ostrych narozy nie powinny si¢ zdarza¢ w rzeczywistych zadaniach
obliczeniowych.

Zastosowanie powyzszego schematu moze by¢ jednak przyczyna problemdéw ze zbieznosScia
procedur iteracyjnych zagadnienia rownowagi. Wynika to z faktu, ze jesli punkt P ,slizga si¢”
po powierzchni sztywnej (a wlasciwie tuz pod nia, aby spetni¢ numeryczny warunek dodatniej
penetracji konieczny do zastosowania metody wspétczynnikéw kary), to przy przejSciu przez
krawedz lub wierzchotek siatki nastgpuje gwattowna, skokowa zmiana kierunku normalnego do
powierzchni.

Dlatego w programie zastosowano modyfikacj¢ tego algorytmu, majaca na celu ,,wygtadze-
nie” takich przejS¢. Modyfikacja polega na tym, ze za kierunek normalny do elementu tréjkat-
nego w danym jego punkcie przyjmuje si¢ nie kierunek normalny do ptaszczyzny tego elementu
(staty dla wszystkich jego punktow), a kierunek ,,interpolowany”, wedlug wzoru

n=&n® 4 6n® 1 en® (113)

gdzie n to wektory normalne w weztach elementu (usrednione po sasiadujacych z nimi ele-
mentach, w przypadku, gdy nie sg one koplanarne), a {;, — wspétrzedne barycentryczne danego
punktu wewnatrz elementu, dla ktérego wyznaczamy kierunek normalny. Kreska nad symbo-
lem n» wskazuje, ze w ogélnym przypadku tak wyznaczony wektor nie jest jednostkowy i1 nalezy
go znormalizowaé (n = n/||n||). Tak zdefiniowany wektor r6zni si¢ (zwykle nieznacznie) od
wektora normalnego ptaszczyzny elementu, za$ powyzsza definicja powala na (i) jednoznaczne
zdefiniowanie rzutu P’ i kierunku normalnego réwniez na krawedziach i wierzchotkach siatki
powierzchni sztywnej, oraz (ii) ciagglo$¢ wektora normalnego na krawedziach sasiadujacych
elementow tej siatki.

4 Metody rozwiazania ukladu ré6wnan MES

4.1 Calkowanie w czasie i przestrzeni

Podstwowym uktadem réwnan, obowiazujacym dla kazdej chwili czasu ¢, jest uklad (66), lub
jego wersja (94) wzbogacona o reakcje kontaktowe. Jest oczywiscie niemozliwe, aby rozwia-
zywac go nieskonczenie wiele razy, czyli dla kazdego ¢, stad konieczne jest przyjecie pewnego
schematu catkowania po czasie. Faktycznie zatem rozwigzujemy rOwnania rownowagi tylko
w kolejnych dyskretnych chwilach czasu ¢ty = 0, ¢;, t,, ..., rozmieszczonych odpowiednio
gesto na osi czasu, zakladajac przy tym, ze rozwiazujac je w chwili ¢,, 11 znamy juz rozwiazanie
dla chwili ¢,,. W szczegdlnoSci, znana jest geometria, czyli wartoSci przemieszczen i obrotow
w wezlach g™ (scalkowane po czasie od poczatku analizy na podstawie znanych predkosci g’
w kolejnych krokach) oraz uaktualnione wspétrzedne weztéw ™ = x° + u”, a takze wartoSci
predkosci we wszystkich stopniach swobody q".
Przyjmujemy réwniez, ze przemieszczenia i obroty w chwili ¢,, 11 wyrazaja si¢ wzorem

gdzie At = t,.; — t,, a ¢""! to nieznane jeszcze rozwigzanie dla kroku t,,;. Warto§¢
parametru ¢ nalezy do przedziatu (0, 1] (naturalnym wyborem dla typowego ilorazu réznico-
wego wydaje si¢ ) = %, jednak dla poprawienia stabilnoSci numerycznej czgsto przyjmuje si¢
wyzsze wartosci, wiacznie z 9 = 1). Oznacza to, ze rOwniez aktualne wspéirzedne wezidw
"t = 20 + u"*! zaleza od nieznanego rozwigzania ¢"! (wektor u"!, oprécz zadanych
predkosci, zawiera bowiem elementy wektora ¢! odpowiadajace przemieszczeniowym stop-
niom swobody).
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Wynika stad wniosek, ze nieliniowo$ci pojawiajace si¢ w uktadzie rownan (66) i wyrazone
przez zaleznosci K = K(q), K* = K™ (q), f = f(q), f¢ = f°(q), moga by¢ dwojakiego
rodzaju. Pierwszy rodzaj, to zaleznos$¢ bezposrednia, czyli taka, gdy jakas wielko$¢ jest jawna
funkcja np. lokalnej predkosci odksztatcenia (ktéra moze by¢ wyrazona za pomoca rownan
geometrycznych jako funkcja predkosci weztowych ). Przygladajac si¢ wszystkim etapom
budowy macierzy K, K" i wektoréw f, f¢ oraz wielko$ciom niezbednym do ich wylicze-
nia, wnioskujemy, ze taka bezposrednia zaleznos¢ pojawia sie jedynie w macierzach K i K",
a konkretnie w konstytutywnej macierzy lepkosci DS(E) wystepujacej w macierzy kazdego
elementu K¢ (55), a takze w wektorze f°.

Drugi rodzaj zaleznoSci wynika ze wspomnianego przed chwilg faktu, ze aktualna geo-
metria, na ktérej budujemy wszystkie wielkosci pojawiajace si¢ we wzorach z poprzedniego
podrozdziatlu, zalezy od niewiadomego rozwiazania zgodnie ze wzorem (114). Pochodna
Aqat! /05T = VAL, jest wprawdzie proporcjonalna do WAL, ma wiec wzglednie mate war-
tosci (jak wspomnieliSmy, dtugosci krokow czasowych At nie moga by¢ znaczne), jednak w
Scistym sformutowaniu nie moze by¢ pominigta. Tymczasem od aktualnych potozen weztow, a
wigc od aktualnych przemieszczen, zaleza m.in. macierze geometryczne B 1 macierze transfor-
macji uktadéw wspétrzednych T' w elementach. Dodatkowo zalezno$¢ ta pojawi si¢ takze w sa-
mych zwiazkach konstytutywnych (byta juz o tym mowa) — warto$¢ zredukowanego odksztat-
cenia "™ mozna réwniez wyznaczy¢ w przyblizeniu jako e" ! = & + [(1 — ¥)e™ + e T At,
co wplynie na zalezno$¢ macierzy konstytutywnej D od e"*!, a w konsekwencji réwniez od
anrl .

Do obliczenia macierzy K¢ i wektora f¢ niezbedne jest wykonanie catkowania po po-
wierzchni srodkowej elementu S¢. Ponadto, do wyznaczenia macierzy D* trzeba obliczy¢ catke
po grubos$ci elementu. Calki te wyznaczamy metoda punktéw Gaussa, a wigc jako sumg wa-
zong wyrazenia podcatkowego wyliczonego w wybranych punktach o zadanych wspétrzednych
bezwymiarowych. Przyktadowo dla catki powierzchniowe;]

Ng
F(&)dS =) fEuw9se, (115)
Se =1

gdzie &, oznaczaja bezwymiarowe wspéirzgdne barycentryczne punktéw powierzchni (€, €
[0, 1], &1 + & + & = 1), jednoznacznie odpowiadajace rzeczywistym wsp6irzednym kartezjaii-

skim z,y, z. Podobnie dla catki po grubosci, gdzie definiujemy bezwymiarowa wspoéirzednag

ne [_%7 %]

h/2 Na:
Fopdz =Y " f(wh. (116)

Zwr6¢my uwage, ze wartoS¢ catki w obu przypadkach zalezy nie tylko od wartosci cat-
kowanej funkcji, ale tez od obszaru catkowania (odpowiednio S¢ i h). Jednak w powyzszych
wzorach warto$ci wspétrzednych punktéw catkowania f,(f’) i 719 nie zaleza od wielkosci ob-
szaru. Jesli wigc chcemy wyznaczy¢ zalezno$¢ takiej catki od zmiennej geometrii modelu (o
ktérej byta mowa przed chwila), wystarczy rézniczkowaé po parametrach geometrycznych (np.
x) tylko posta¢ funkcji podcatkowej oraz catkowite pole S¢ lub grubo$¢ h, w zaleznosci od
rodzaju catki.

Warto tez zauwazy¢, ze w omawianym modelu konstytutywnym zaktadamy niescisliwosc,
co praktycznie oznacza, ze objetosé elementu ¢ = S°h = const. Istotnie, biezaca wartos¢
lokalnej grubosci h jest obliczana z réwnania konstytutywnego tak, aby zniwelowa¢ zmiang ob-
jetoSci spowodowana przez lokalng zmiang powierzchni. Wynika stad, ze np. macierz K¢ (54),
do ktérej wyliczenia konieczne jest efektywne scatkowanie okre§lonych wielkosSci po objetosci
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elementu (bo wyrazenie na D* (38) zawiera catke po grubosci), bedzie zalezata od geometrii
tylko o tyle, o ile wyrazenie podcatkowe bedzie od niej zalezne. Innymi stowy, przy rézniczko-
waniu K¢ wzgledem parametréw geometrycznych mozna zaniedbaé zalezno$¢ S i h od tych
parametréw. Podobnie rzecz ma si¢ z pierwszym cztonem sit weztowych f¢ we wzorze (57)
(t°de° réwniez zawiera calkowanie po grubosci). Jedynie sily powierzchniowe (drugi czton w
(57)) bgda zalezaly od zmian pola powierzchni na ktérej dziataja.

4.2 Schemat iteracyjny i algorytmiczna macierz styczna

Nieliniowy uktad rownan (94) jest rozwiazywany przy uzyciu iteracji Newtona—Raphsona. Pro-
cedura ta polega na wyznaczaniu macierzy K i wektora f dla kolejnych przyblizen wektora g
i wyliczaniu poprawek tego wektora dq z réwnania

K+ —q¢+——q¢" —

dK dKPr g dfe
dqg dqg dqg dq

) — f+f - Kq— K" (117)

Poprawki sa dodawane do biezacych przyblizen rozwiazania (¢ := q + 0q) i procedura jest
powtarzana az do osiagnigcia zbieznoSci zgodnie z pewnym przyjetym kryterium.

Macierz w nawiasie po lewej stronie rownania (117) jest nazywana algorytmiczng macierza
styczna i bedziemy ja oznacza¢ symbolem K. Prawa strona réwnania (117) to wektor sit reszt-
kowych (rezydualnych), oznaczany symbolem 7. Jest to wektor zawierajacy niezrOwnowazone
sity w weztach, bedace konsekwencja faktu, ze rozwiazanie g, dla ktérego je wyznaczyliSmy,
nie jest doktadne. Reasumujac, réwnanie (117) zapisujemy jako

Kég=r (118)
gdzie
r = f+f°—Kqg— K'"q™, (119)
K = K"+ K'+ K© (120)
oraz
_ 0K, 8Kpr
K% = K, 9 g jpr 121
Ofa
Ki; = ——",C, (122)
dqg
afe
C, = ——-a 123

a,B,y=1,...,N,u=1,..., NP".

Sens rozbicia macierzy K na wyzej zdefiniowane trzy sktadniki jest taki, ze opisuja one za-
lezno$é od rozwiazania, odpowiednio, wtasnosci arkusza blachy (K*), sit zewnetrznych (K¥)
oraz sit kontaktowych (K°). Aby zbudowaé uktad réwnan, konieczne jest wyznaczenie tych
cztonéw. Rozpiszmy zatem rownania (121)—(123).

Zgodnie z (61) i (65), przedstawiamy sktadowe macierzy K jako

aﬁ_ZJ oo K& Ji3 055 .
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a,b=1,..., N+ NP a,b=1,...,18. Poniewaz macierze boolowskie J¢, J i JP' nie zaleza
od rozwiazania, mamy réwniez

_ Ng
0Ky . OKe¢ )
— JanE ac e J ,
dds ay ez % B vy

OKP" OK¢
Qi .pr e ac je pr
aqﬁ QE - Z Jaoz Jaa 8 J’yuqu 9

a wigc, por. (59), (62),

OK,, .  OKE, < OK;,
] L = J&aJﬁa ac 4 Jdajﬁa ‘5-

Poniewaz ponadto - -
0Kt _ OKg .
dis— 0gf "

mozemy ostatecznie zapisaé

. _ 0K,y . 8Kpr .
Ky = Kas+ 9g, bt Z ot K& Ji5T55 - (124)
— OK¢
Ke — Ke ac -e 125
ab ab + aqg dc s ( )

gdzie przez K¢ oznaczyliSmy algorytmiczng macierz styczng dla elementu e. Kolejny czton,
czyli K, 5 » Tozpiszemy jako

(& 8fe (&
Kl = § ijJm 93 § :Jan Kl Ji5d5 (126)
afe
Kt 127
ab 8qb 9 ( )

gdzie K'¢ oznacza algorytmiczna macierz styczna zwiazana ze zmiennymi obcigzeniami dzia-
tajacymi na element e. Ostatni czton, czyli K€, wyprowadziliSmy juz w podrozdz. 3.5,
p. wzor (95) — ma on postac

c k ck 7k
5= D Jaa s DGF TN Ts, (128)
ke{Sc}

Do wyznaczenia pozostajg zatem sktadowe macierzy stycznych na poziomie elementéw K¢, ,
K[ oraz na poziomie weztéw DS* .

Zanim wyprowadzimy odpowiednie wzory, zwrécimy uwage na kwesti¢ symetrii macierzy
algorytmicznej. Zauwazmy, ze jeSli wspomniane macierze K¢, K i D* sa symetryczne, to
cala algorytmiczna macierz styczna K jest rOwniez symetryczna. Jest to bardzo wazna cecha,
poniewaz znane algorytmy rozwigzywania uktadu réwnan dla duzych macierzy dla macierzy
symetrycznych sa znacznie szybsze, niz ich odpowiedniki dla macierzy dowolnych. W progra-
mie NUMPRESS-Flow zastosowany jest taki wtasnie algorytm (tzw. solwer), zakladajacy sy-
metri¢ macierzy. Dlatego przy wyprowadzaniu macierzy lokalnych bedziemy zwracali uwage
na to, czy poszczegéne ich skiadniki zachowuja wiasno$¢ symetrii, a jesli nie, to czy mozna
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je pominaé, lub zastapi¢ wyrazami symetrycznymi. W takim przypadku macierz K przestaje
by¢ oczywiscie macierza styczna, jednak jej uzycie w procedurze iteracyjnej nie przekresla
osiagnigcia poprawnego wyniku — moze jedynie ja wydtuzy¢, czyli spowodowaé zwigkszenie
liczby iteracji niezbgednych do osiagnigcia zbieznosci.

Najwigcej uwagi posSwigcimy w niniejszym podrozdziale algorytmicznej macierzy elementu
K* danej wzorem (125). Aby ja wyznaczy¢, przepiszmy wzor (55) w zapisie wskaZznikowym:

Ko, = / TyoBxp Dy BryTypdS (129)
Se

Aby obliczy¢ K¢, musimy zrézniczkowa¢ powyzsze wyrazenie wzgledem ¢ . Scisle biorac,
wszystkie elementy w wyrazeniu podcatkowym zaleza przynajmniej od aktualnej geometrii,
czyli polozen weztéw (a wige, zgodnie z przyjetym schematem catkowania po czasie, od
YAtq®). Ponadto macierz konstytutywna lepkosci jest funkcja predkosci odksztatcerh uogélnio-
nych E , a za ich posrednictwem réwniez ¢¢. Ze wzgledu na zalozenie niescisliwosci materiatu
pomijamy natomiast zalezno$¢ S° i h od aktualnej geometrii.

Na poczatek rozwazmy przyblizong posta¢ macierzy K¢ wyprowadzona przy zalozeniu,
ze geometria nie zalezy od rozwiazania, a wigc np. macierze geometryczne B 1 T sg state.
Wéwezas przy rézniczkowaniu K¢ bierzemy pod uwage wytacznie zaleznos¢ macierzy kon-
stytutywnej D® od predkosci odksztalcenia E, bedacej z kolei funkcja g°. Mamy wigc

OK¢ oD;
# = / TpaBKp pY BMrTrc dS

gy oq
ODjn aD;M oL, 0B _ BLT,.
el OB, 0d; el o

Uwzgledniajac ponadto rownos¢é FE v = Bur1hcqs oraz definicje (37) przeksztalcamy wyraze-
nie na macierz algorytmiczng do postaci

OK¢, ., . ODs
= Ky + —.° el = / TpaBrp (DKL+ — LM EM) B, TpdS
a € 8EL

= / TyuBip Dy, BryTy, dS. (130)

Wykorzystujac fakt, ze macierz obrotu T jest stala w calym elemencie, mozemy réwniez zapi-
saé

o =TpuK) Ty, K, = /5 By Dicp, Brg dS. (131)

Postaé rozwazanej macierzy okazuje sie wiec identyczna jak macierzy K¢, z tym, ze zamiast
macierzy D® w zwiazkach konstytutywnych wystepuje macierz styczna D*. Zwréémy uwage,
ze zaréwno macierz D?, jak i wyprowadzona powyzej macierz K€, sa symetryczne.

Macierz (131) jest, jak juz wspominaliSmy, przyblizeniem Scislej macierzy algorytmicznej,
poniewaz nie uwzglednia zaleznoSci biezacej geometrii modelu MES od niewiadomego wek-
tora predkosci g™, Jest to jednak do$¢ dobre przyblizenie, poniewaz czlony uwzgledniajace
te zaleznos$¢ sa proporcjonalne do WAt a wigc male. Zwracamy uwage, ze z punktu widze-
nia doktadnosSci rozwiazania nie ma znaczenia, czy macierz uzywana w procedurze iteracyjnej
jest Scisle, czy tylko w przyblizeniu réwna macierzy algorytmicznej — ewentualne niedoktad-
nosci rzutuja jedynie na szybkoS§¢ zbieznosci procedury i moga co najwyzej zwigkszyc liczbe
niezbednych iteracji. Dlatego powyzsze przyblizenie macierzy K zwykle jest wystarczajace.
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Sprébujmy jednak wyprowadzi¢ dokladne wyrazenie na algorytmiczna macierz styczna.
Niech :I:§NNX1 oznacza tablicg (wektor) wspotrzednych weztow w aktualnej konfiguracji z
chwili ¢, .1 (W ponizszym wyprowadzeniu, dla prostoty zapisu, pominiemy wskazniki n+1
przy wielkosciach odnoszacych si¢ do tej chwili). Poniewaz stan z poprzedniej chwili £, jest
znany, £® mozna wyrazi¢ jako

x® =" + J(q® — ¢®") = 2" + J7[(1 — 9)@*" + Vg At, (132)

gdzie J3y N, Jest macierza boolowska, lokalizujaca przemieszczeniowe stopnie swobody
w wektorze gq. Podobne wielkoSci mozna zdefiniowa¢ na poziomie elementu: wektor g, ,
wspotrzednych weztéw elementu e, 1 odpowiadajaca mu macierz boolowska Jgg g

we — wen + Jare(qe _ qen) — wen + J$e[(1 _ Q9)q'en + ﬁqe]At’ (133)
Po zrézniczkowaniu mamy zatem

dz%
— = J5 VAL, B=1,...,9.
dqg Bb

Rozpiszmy zatem jeszcze raz wyrazenia na pochodna K¢ i f¢ wzgledem ¢°. Przypominajac
wnioski z dyskusji na temat numerycznego catkowania po niezmiennej objgtosci, pomijamy
kwesti¢ zaleznoSci obszaru catkowania od geometrii, czyli od .

_afiw - /T BKpa KM 0Ey
aqb oE; aqb

T,.dS

ana

a B2 D5 v BunTre dS

/ T, BK,, u OB BT, dS

8 L 8$B
= 0B Mr
aTrc
8xB
OF; 8EL OBy, T4\ .
= By, 1. = qT + B;, —% ¥
e Fazab axs, <8xeB M dae,

Wstawiajac te zaleznosci do wzoru na macierz algorytmiczng i wprowadzajac dodatkowe ozna-
czenie

_ 0Bk, OBk oT,
Brxo = BrpTya s 2= 2T o+ By, —2=
K Kp=p 0x5 oxs " + Dk 0z
otrzymujemy
_ K¢ _ _
Ko, = Kg, + WZC 4o = / Bga DYy, BrydS + K VA€, (134)
b e

gdzie pierwszy czlon po prawej stronie zawiera poprzednio wyznaczong macierz przyblizona
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(130), natomiast

B
o= [ 0 —2% Dierr BaedS

ab Se 81’3

OD5. ., B4
+ Bra KM B cdS)
</ R 9k, day TV

0B
[ B Dica e as| g

jest macierza skupiajaca wszystkie cztony zwigzane z zaleznoscia réwnania réwnowagi od geo-
metrii. Wykorzystujac zwiazki Ey = B e, Sk = D5, ME M Upraszczamy jeszcze nieco
powyzsze wyrazenie

OBk
Ky = / Ko g e ds
S

. 0x%
_ _ ODs OB
Bra | D3 KM f Le je Tk ds
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OBk, _ . 88 OBre ..

Juz pobiezny rzut oka na posta¢ macierzy K *¢ wystarczy do stwierdzenia, ze jest ona nie-
symetryczna. Oznacza to, ze zastosowanie doktadnej macierzy algorytmicznej (134) w pro-
cedurze iteracyjnej rozwiazania uktadu rownan rownowagi jest niewskazane — koszt oblicze-
niowy budowy wszystkich jej cztonéw, a nastgpnie jej faktoryzacji (znacznie wyzszy niz w
przypadku macierzy symetrycznej) nie zrekompensuje nam poprawy zbieznosSci procedury ite-
racyjnej. Podkreslmy raz jeszcze, ze macierz K*¢ jest mnozona przez YAt (134) a wigc jej
udzial w macierzy algorytmicznej K° jest maty. Dlatego doktadna macierz algorytmiczna,
uwzgledniajaca niesymetryczny czton K*¢1JAt, nie jest uzywana w programie NUMPRESS-
Flow.

Rozwazmy postaé macierzy K'¢, zwiazanej ze zmiennymi obciazeniami, do ktérej obli-
czenia konieczne jest, por. (127), wyznaczenie pochodnych czastkowych 0f¢/0q; . Wektor sit
weztowych w elemencie e ma, por. (58), postaé

fi= [ BNt 008) + | TuNptitds
aSe Se

(p=1,...,15, P =1,...,5). Wrealnych zastosowaniach wektor ten jest niezerowy praktycz-
nie tylko w przypadku formowania blachy ci$nieniem hydrostatycznym. Dziata ono prostopadle
do plaszczyzny elementu na calej jego powierzchni, a wigc w lokalnym uktadzie wspo6trzednych
— w kierunku 2. Wektor £°U8° jest wigc zerowy, za$ t5'1 zawiera wigc same zera i jedna nieze-
rowa, trzecia sktadowa, réwna wartosci tego ciSnienia:

0
0
ti=| —»p
0
0

Widzimy, ze w tym przypadku rézniczkowanie wzgledem wektora niewiadomych predkosci
weztowych musi objaé takze obszar catkowania, ktory jest zalezny od geometrii (a wigc posred-
nio od ¢;). W przeciwienstwie do wektora sit wewnetrznych, wptyw rozwigzania na wartosci
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obciazen zewnetrznych f; wskutek zmiany pola S¢ nie bedzie skompensowany przez stosowng
zmiang grubosci h, poniewaz te obcigzenia nie zaleza od grubosci blachy. Oznaczajac, dla
dowolnej funkcji g okreslonej na punktach powierzchni elementu S°¢

f= gdsS
Se
1 uwzgledniajac wzdr na przyblizone catkowanie metoda Gaussa (115), wyliczamy

e

d
df = [ dgdS+f S
Se S

Zatem interesujaca nas pochodna sit obcigzenia zewngtrznego moze by¢ rozpisana jako

8]06 ana . / atsurf e 856
—= = ——Npptp d TyalN, d e
age o e et A5 [ TNy g dS o e
0Ty, . 08¢
— A el xe
,19 t( Se 8 S 8 )JBb
8t§;“"f
+ | TpaNpp —— Biin Ng, T dS, (135)

gdzie macierz boolowska J§; , przyporzadkowujaca wspotrzedne weztowe odpowiednim skta-
dowym wektora g, zostata zdefiniowana wzorem (133).

Otrzymana macierz jest suma dwoch cztondw, z ktorych pierwszy jest niesymetryczny a
drugi symetryczny. Zauwazmy jednak Ze ten drugi jest zerowy, poniewaz sktadowe lokalne 53t
nie zaleza ani od przemieszczen ani od ich predkosci. Zostaje zatem macierz niesymetryczna,
ktéra jest mnozona przez wzglednie mata wielko$¢ WA¢, a wigc, podobnie jak to uzasadnia-
liSmy dla niesymetrycznej czgsci macierzy K, ma niewielki wpltyw na zbieznos$¢ procedury
iteracyjnej i zostanie pominigta.

Na koniec zajmiemy sie macierza D°*, pojawiajaca sie we wzorze (128), zwiazana z re-
akcjami kontaktowymi w wezZle k. Jak wspomnieliSmy w podrozdz. 3.5, jest ona suma kilku
sktadnikéw, z ktérych jeden jest niesymetryczny — zawiera bowiem cztonu mn™ (m;n;). W
poréwnaniu z innymi sktadnikami nie jest on dominujacy, zwlaszcza ze jest mnozony przez
JAt, wige dla odpowiednio matego kroku czasowego moze by¢ bardzo maty. Dlatego w pro-
gramie NUMPRESS-Flow do obliczenia tej macierzy stosujemy wzor (90) w ktorym pomijamy
0w niesymetryczny sktadnik:

i — ning —mymyg) + ' (s) mmj | + 9Ate'nn; . (136)

¢ eny | P0)
D;; =~ pe'yg 7(5

Jest to macierz symetryczna. Scista analiza jej postaci prowadzi do wniosku, Ze jest ona 0so-
bliwa i ma dodatnie sktadowe na gtéwnej przekatne;.

4.3 Problemy z osobliwoScia macierzy w schemacie obliczeniowym

Przedstawiony schemat obliczeniowy moze by¢ stosowany pod warunkiem, ze styczna macierz
lepkosci K jest nieosobliwa. Warunkiem otrzymywania stabilnych rozwiazan, wolnych od
btedéw numerycznych, jest ponadto mozliwie niski wskaznik uwarunkowania tej macierzy.

W przedstawionym sformutowaniu macierz K moze niestety by¢ osobliwa, 1 to z kilku po-
wodow. O jednym z nich wspomnieliSmy przy omawianiu rownan konstytutywnych materiatu
sztywno-lepkoplastycznego. Latwo wykazac, ze jezeli macierz kostytutywna D jest osobliwa,
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lub bliska osobliwej, to podobna cechg¢ bgdzie miata réwniez macierz K. W podrozdziale 2.3
wskazali§my warunki, jakie musi spelnia¢ model konstytutywny materiatu, aby takie sytuacje
nie miaty miejsca.

Innym Zrédtem osobliwosci jest rozpatrywane kinematyczne sformutowanie elementu po-
wlokowego. Przygladajac si¢ przeksztalceniom niezbednym do wyprowadzenia wzoréw (51)-
(52), tatwo zauwazymy, ze odksztalcenia uogélnione dFE, zalezne od wektora przemieszczen
weztowych dq°, sa catkowicie niewrazliwe na takie zmiany sktadowych tego wektora, ktére
odpowiadaja obrotom we¢ztéw woko6t lokalnej osi z elementu. Wynika to stad, ze w réwna-
niach kinematyki elementu powtokowego nie wystepuje sktadowa obrotu 0, . Zatem, z definicji
macierzy lepkosci elementu K¢ wynika, ze produkt K°q¢° bedzie wektorem zerowym, jezeli
wektor predkosci g° zawiera wytacznie niezerowe sktadowe obrotu wokoét osi normalnej do ele-
mentu. Ten sam wniosek dotyczy réwniez macierzy stycznej K°. Jesli wigc w rozpatrywanym
arkuszu blachy istnieja wezty, w ktorych stykaja si¢ elementy o wspdlnym kierunku normal-
nym (koplanarne), to réwniez globalna macierz lepkosci K moze dawacé zerowy produkt przy
pomnozeniu przez wektor g, jezeli jedynymi niezerowymi elementami tego wektora sa obroty
wokot takich kierunkéw normalnych. Jest to dowdd na osobliwosé macierzy K.

Problem, o ktérym mowa, jest znany w teorii powtok pod hastem drill rotation control.
Najczesciej stosowanym sposobem na jego przezwycigzenie jest wprowadzenie do macierzy K
dodatkowych cztonéw narzucajacych pewng sztuczng sztywnos$¢ uktadu wzgledem tego typu
zmian wektora q. Wartosci tych cztonéw musza by¢ tak dobrane, aby nie zaburza¢ w spos6b
znaczny pozostatych sktadowych rozwigzania w weztach (nie moga wigc by¢ zbyt duze), a
jednoczesnie w istotny sposob powigkszaé warto$¢ wyznacznika macierzy K (a wigc nie moga
tez by¢ zbyt mate).

W programie NUMPRESS-Flow problem ten jest rozwigzany w nastgpujacy sposob. Wek-
tory parametréw weztowych w weztach elementu (44), wyrazone we wspétrzednych lokalnych,
zostaja rozszerzone o jeden dodatkowy parametr df, , tj.

du™ 7
do™
dw™
ot
des
ot

dqgi)l =

W wyniku tej operacji macierze N we wzorze (46) i B™ we wzorze (47) zostaja powigk-
szone o dodatkowa szdsta kolumng, zawierajaca same zera. Macierz M zostaje natomiast
powigkszona o dodatkowy wiersz i przybiera postaé

[ Q1 Q2 Qu
R Q2 Qo
T _ @s1 Q32 Q33
0% Qu Q2 Qi3
Qa1 Q2 (a3
L Q@31 Q32 sz

Te zmiany nie powoduja jeszcze zadnych modyfikacji wektora uogdlnionych odksztatcen
dE, ani macierzy K¢ i K¢; zmienia sie jedynie spos6b zapisu posrednich zmiennych niezbed-
nych do ich wyznaczenia. Zwréémy jednak uwage, Ze zmienia sie postaé macierzy K'i K',
wystepujacych odpowiednio we wzorach (55) i (131). Ich rozmiar wzrasta z (15 x 15) do
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(18 x 18) i pojawiaja si¢ w nich dodatkowe zerowe wiersze i kolumny na pozycjach 6, 12 i 18.
To wiasnie one sa przyczyna zerowania si¢ wyznacznika macierzy.

W tych wilasnie macierzach, dla kazdego elementu, wprowadzimy dodatkowe niezerowe
wyrazy, ktére wymusza spelnienie z mozliwie najlepsza doktadnoscia geometrycznego wa-
runku wigzacego nieskorniczenie mate przyrosty obrotu df, i ,,ptaskich” sktadowych przemiesz-
czenia du i dv w wezlach elementu. Oznaczmy przez u™, v i 6" odpowiednie skladowe
przemieszczenia i obrotu w wezle n (n = 1,2,3). Oznaczmy tez przez x¢, y° wspdtrzedne
punktu Srodkowego elementu

xC . x(l) + x(2) _|_ x(?’) yC . y(l) _|_ y(2) _|_ y(g)

3 3

za$ przez du®, dv® przyrosty sktadowych przemieszczenia w tym punkcie, bedace réwniez Sred-
nimi arytmetycznymi przyrostow przemieszczen weztowych. Z rozwazan geometrycznych wy-
nika, ze przy prawoskretnej numeracji weztow przyrost obrotu punktu Srodkowego wokot we-
ztan (n = 1,2, 3) réwny jest

(xc — x(”)) (dvc — dv(")) — (yc — y(”)) (duC — du("))

de™m —
Z (1tem)?

; (137)
gdzie [(°™ oznacza odlegto$é punktu srodkowego od wezta n. Zastepujac nieskoficzenie mate
przyrosty predkosciami i definiujac

w  2¢ =l =y

CZ‘ (l(cn))2 ) Y (l(cn))2
mozemy przepisac¢ zwiazki (137) w postaci wektorowej
a™T g =0 (138)

gdzie a™ i g% sa wektorami kolumnowymi od dhugosci 9 zdefiniowanymi nastepujaco:

o — { %Cg) %C(ml) 1 _%Cél) _%C:(Bl) 0 _%Cél) _%C:(L}) 0 }

a? = { —%c?(f) —%C(ﬁ) 0 %cg(f) 2.2 q 103(,2) 10;(,;2) 0 }
3 3 3 3 3 3 3

a® = { —%cg(,) —%cé) 0 —%cz(,) —%cx) 0 %cé) %c;) 1 }

G = {u(n a4 @ 5@ 4D 4B 56 «9'23’}

Warunki (138) beda spetnione dla warto$ci ¢4 minimalizujacych kwadratowa funkcije

3
J(@") = koY 5(a" ¢*)?

n=1

(gdzie kg jest dowolnym dodatnim wspdiczynnikiem liczbowym), a wigc dla wartosci, dla kto-
rych pochodne J po poszczegélnych sktadowych wektora g% sa réwne zeru. Rézniczkujac
J(q¥) otrzymujemy zatem ukfad 9 réwnan, ktére zapisujemy w postaci macierzowej

3
koA =0, A= Z a™a™T,
n=1
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Macierz wspo6tczynnikéw tego uktadu jest, jak widzimy, symetryczna.
Wprowadzajac macierz boolowska

(100000 000000 0000007
010000 000000 000000
000001 000000 000000

000000 100000 000000
Jyx18 = 1000000 010000 000000
000000 000001 000000

000000 000000 100000
000000 000000 010000
| 000000 000000 000001 |

wiazaca wektory % i g zaleznoscia ¢ = JTq¥ i definiujac macierz K o = JTAJ, zapi-
sujemy powyzszy uktad réwnan geometrycznych jako

ke KYg = 0.

Wymuszenie omawianych warunkéw geometrycznych w rozwigzaniu zagadnienia uzyskamy
poprzez dodanie wyrazéw macierzy kg K% do macierzy K' wystepujacej we wzorze (55) (lub,
po przetransformowaniu do globalnego uktadu wspétrzednych, do macierzy lepkosci elementu
K*) W procedurze iteracyjnej Newtona—Raphsona dodana macierz, po odpowiednich transfor-
macjach, pojawi si¢ zaréwno po lewej (macierz styczna), jak tez po prawej (sity resztkowe) stro-
nie rownania (117). Wartos¢ wspétczynnika ky dobierzemy w taki sposéb, aby ewentualne za-
ktécenia rozwiazania rownowagi, spowodowane wprowadzeniem warunkéw geometrycznych,
byly nieznaczne — doSwiadczenia numeryczne wskazuja, ze dobre wyniki uzyskamy, jezeli
wartoSci dodanych wyrazéw sa ok. 3-4 rzedéw wielkosSci mniejsze niz odpowiednie wyrazy
oryginalnej macierzy K'.

Warto zwréci¢ uwage, ze problem osobliwoSci macierzy pojawia si¢ rdwniez w uprosz-
czonym przypadku sformutowania membranowego. Tym razem problemem jest nieobecnos¢
sktadowej przemieszczenia w w sformutowaniu kinematycznym, co z kolei oznacza zerowa
wrazliwos¢ odksztatcenn uogélnionych dE na zmiany przemieszczen w kierunku normalnym
do arkusza blachy. Stosujemy w tym przypadku podejscie analogiczne jak dla obrotéw w ele-
mentach powtokowych. Rozszerzamy wektor dg™ o sktadowa normalna przemieszczenia dw,
odpowiednio modyfikujac macierze N ™ i B (dodanie zerowych kolumn) oraz macierz T,
ktéra staje si¢ klasyczna macierza obrotu 3 x 3. W efekcie w macierzach K!'i K (posia-
dajacych w tym przypadku rozmiar (9 x 9)) pojawiaja si¢ znowu dodatkowe zerowe wiersze
1 kolumny, tym razem na pozycjach 3, 6 1 9. Dalej musimy sformutowac geometryczny wa-
runek, w ktérym zadajemy wigzy na swobodne przemieszczenie dw. W tym przypadku nie
da si¢ go powiazaé z pozostatymi sktadowymi przemieszczenia, dlatego musimy uciec si¢ do
nieco sztucznego warunku dw™ = dw® = dw®, ktéry odpowiada nastepujacemu uktadowi
rOwnan z symetryczng macierza wspotczynnikow:

1 —% —% dw™ 0
ko | -2 1 -1 dw® | =10
—% —% 1 dw®) 0

Wyrazy powyzszej macierzy dodajemy zatem do macierzy K'. Wspétczynnik k,, musi by¢
na tyle maty, aby nie zaburza¢ rozwiazania, jednoczesnie jednak na tyle duzy, by w istotny
sposob (z punktu widzenia metod numerycznych) wptywac na uwarunkowanie osobliwej ma-
cierzy. Poniewaz w tym przypadku nie chodzi nam w istocie o wymuszenie zadanego warunku
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geometrycznego (w praktyce spowodowatoby to znaczne zaburzenie rozwiazania), a jedynie o
uwarunkowanie osobliwej macierzy, wspétczynnik £, musi by¢ maty. Z eksperymentéw nu-
merycznych wynika, ze dodane wyrazy powinny by¢ ok. 5-6 rzedow wielkosci mniejsze niz
wyrazy odpowiadajace predkosciom w kierunkach stycznych w oryginalnej macierzy K'.

5 Analiza wrazliwosci parametrycznej dla symulacji proce-
sow tloczenia blach przy wykorzystaniu metody predko-
Sciowej

5.1 Wstep

Przedmiotem niniejszej sekcji jest sformutowanie podstaw teoretycznych analizy wrazliwosci
dla symulacji przeprowadzanych programem NUMPRESS-Flow. Niniejsze opracowanie za-
wiera zatozenia, wytyczne oraz wyprowadzenia wzordw, ktére zostaly zaimplementowane w
kodzie numerycznym.

Podstawy analizy wrazliwosci mozna znaleZz¢ w licznych pozycjach ksiazkowych, np. [4,
5]. W niniejszym dokumencie przytoczone zostanie tylko niezbedne minimum teorii analizy
wrazliwosci na potrzeby jej implementacji w programie NUMPRESS-Flow.

Celem analizy wrazliwosci jest wyznaczenie wptywu, jaki wywiera na warto$¢ rozwigzania
mata perturbacja wybranego parametru projektowego, czyli parametru, ktéry w jawny spos6b
wplywa na dane wejSciowe programu, i ktérego wartoScia mozemy w jaki$ sposob sterowac.
Matematyczng wielkoScig opisujaca ten wptyw, ktérej szukamy, jest pochodna projektowa %—2/,
gdzie W oznacza ,,wynik”, czyli jakas$ interesujaca nas wielko$¢ opisujaca odpowiedz anali-
zowanego uktadu, wyliczang w trakcie analizy numerycznej procesu ttoczenia, zas h oznacza
parametr projektowy. W przypadku, gdy interesuja nas wrazliwosci wigkszej liczby ,,wynikéw”
na wigcej niz jeden parametr projektowy, woéwczas pochodna projektowa jest rozumiana jako
tablica pochodnych typu dd—‘f;"’, ktére nalezy wyznaczy¢ niezaleznie od siebie nawzajem. W ni-
niejszym opracowaniu zatozymy, dla uproszczenia sformutowania, ze jest tylko jeden parametr
projektowy h.

Intuicyjnie pojmowanym wynikiem obliczeni programu NUMPRESS-Flow jest ksztalt wy-
ttoczki wraz z jej parametrami charakterystycznymi (np. lokalna grubo$¢ powtoki). Jednak w
programie wykorzystano model predkosciowy symulacji tloczenia blach, bezposrednim wy-
nikiem obliczen (wynikiem rozwiazania uktadu réwnan) jest wektor predkosci weztowych.
Wszystkie inne wielkosci, w tym przemieszczenia, obliczane sa na podstawie predkosci wezto-
wych. W niniejszym raporcie przyjmujemy, ze wynikiem obliczeni prowadzonych programem
NUMPRESS-Flow (w kazdym kroku czasowym) jest wektor predkosci weztowych q. Znajac
zaleznoSci migdzy wszystkimi innymi interesujacymi nas wielkoSciami opisujacymi odpowiedz
uktadu, a wektorem predkosci weztowych q, jesteSmy w stanie wyznaczy¢ wrazliwosci, czyli
pochodna projektowa kazdej wielkosci W (q) znajac wrazliwos¢ q.

OczywiScie najprostszym intuicyjnym sposobem wyznaczenia tej pochodnej bytoby powto-
rzenie analizy rozpatrywanego procesu dla danych odpowiadajacych pewnej matej perturbacji
parametru h, czyli np. h + dh, a nastgpnie wyliczenie przyblizonej pochodnej projektowej g,
lub dowolnej wielkosci W zaleznej od g, przy pomocy ilorazu réznicowego

dw 1
dh " 6h
Powyzszy sposob analizy wrazliwosci parametrycznej, znany pod nazwa metody roznic skon-
czonych, jest dostgpny w programie NUMPRESS-Flow jako metoda ,,referencyjna”, ktéra moze

(W (h-+6R) — W (h)]. (139)
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by¢ uzyta choéby do weryfikacji wynikéw uzyskanych innymi sposobami. Trzeba jednak przy-
znaé, ze metoda réznic skoficzonych ma jednak liczne wady, z ktérych najwazniejsza jest dtugi
czas obliczen. Dla kazdego parametru projektowego trzeba powtérzy¢ calg analize, ze wszyst-
kimi — nierzadko wolno zbieznymi — iteracjami rownowagi. Innym problemem jest wtasciwy
dobdr wielko$ci perturbacji 0h — jej rzad wielkoSci nie jest wcale sprawa oczywista. Z drugiej
strony, metoda ta jest niezawodna, niezaleznie od stopnia komplikacji podstawowej analizy pro-
cesu ttoczenia oraz od wartos$ci parametréw numerycznych uzytych w procedurze obliczenio-
wej. Jak si¢ za chwile okaze, doktadnos¢ bardziej efektywnych metody numerycznych bedzie
wrazliwe np. na dlugos¢ kroku czasowego.

Alternatywna metoda analizy wrazliwoSci parametrycznej jest metoda bezpoSredniego roz-
niczkowania DDM (ang. direct differentiation method), opisana m.in. w [4, 5], pozwalajaca
okresli¢ wrazliwo$¢ rozwiazania we wszystkich stopniach swobody poprzez rozwigzanie pew-
nego liniowego uktadu réwnan. W dalszej czgsci niniejszego opracowania uzasadnimy uzycie
pewnej modyfikacji tej metody, zwanej metoda semi-analityczna.

Przypomnijmy, ze podstawowy uktad réwnan w programie jest nieliniowy. Do jego roz-
wigzania zastosowano iteracyjny algorytm Newtona. W kolejnych iteracjach obliczana jest
poprawka do rozwiazania poprzedniego. W danym kroku czasowym schemat iteracyjny jest
przerywany, gdy obliczona poprawka przestaje by¢ znaczaca (obliczane sa stosowne normy re-
siduum 1 predkosci weztowych). W ostatniej iteracji Newtona w danym kroku czasowym przyj-
mujemy, ze mamy obliczong aktualna (dla danej deformacji) sieczna macierz lepkosSci blachy

K. Réwnanie (94)
Kg=f (140)

w ktérym oznaczyliSmy
f=f+f-Kg”

jest spetnione. W réwnaniu tym K jest sieczna macierza lepkosci, natomiast prawa strone
tworza sity zewnetrzne f reakcje dziatajace na blache.

5.2 Podstawowy uklad réwnan analizy wrazliwoSci

Zrézniczkujmy uktad réwnan (140) wzgledem parametru projektowego h. Otrzymujemy (w
notacji indeksowe;j)
dK,p . _dgg  df.
Koyg—F—=—.
T TR T

(141)

W réwnaniu tym pochodna %ﬁ jest niewiadoma, ktdrej wyznaczenie jest celem niniejszego
wyprowadzenia.

Na potrzeby dalszych przeksztalcen wprowadZmy pojecie pochodnej jawnej po parametrze
projektowym, oznaczonej wskaznikiem ®. Zaktadamy, ze wielko$¢ rézniczkowana jest funkcja
m.in. g. Pochodna jawna tej wielkoSci zawiera jednak tylko czlony opisujace jej zaleznos¢ od
h dajace si¢ wyliczy¢ bez znajomosci pochodne;j (%f:

) _ d0) (142)

Zgodnie z ta definicja mamy zatem

() _d() dgs  d()

dh ~ dgs dh | dh




50 Program NUMPRESS-Flow. Podstawy teoretyczne

Pochodna jawna dowolnej wielkosci jest mozliwa do wyznaczenia po rozwigzaniu zagadnie-
nia réwnowagi dla danego kroku czasowego (a wigc w chwili, gdy znamy juz q i wszystkie
wielkosci zalezne od tego wektora), ale przed rozwiazaniem zagadnienia wrazliwo$ci (a wigc
w chwili, gdy nie znamy jeszcze % .

Rozdzielmy teraz sktadniki réwnania (141) na czgsS¢ zalezna od
pochodne jawne po h:

d4a

> oraz resztg — czyli

K, K.5dg REK
QRop _ dBapddy | 4 Rap (143)
dh dq, dh T dh
dfa dfadeB dR.foz
Yoo Uadds | e 144
dh  dgs dh T dn (144)
dda

Po podstawieniu do wzoru (141) oraz uporzadkowaniu sktadnikéw w taki sposéb aby 3= po-
zostalo po lewej stronie rownania otrzymujemy w rezultacie uktad réwnan liniowych

dds dg

— =R, lub K-——~-=R, 145

arn ! dh (143)
gdzie macierz wspdiczynnikow K jest znang juz macierza styczna lepkosci, por. (117)—(118),
ktérej elementy zostalty szczegétowo wyprowadzone w sekcji 4.2, za$ prawa strona jest rtowna

Kq

AR, dRKLs

AR f  dRK
R, = _ 4 ;

M Ry q

Jak widzimy, uktad réwnan, ktéry rozwiazujemy w zagadnieniu analizy wrazliwo$ci pa-
rametrycznej, ma t¢ sama macierz wspélczynnikéw, co uktad rozwiazywany w zagadnieniu
rownowagi. Doktadniej — jest to macierz, uzyta w ostatniej iteracji r6wnowagi dla danego
kroku czasowego. Uktad réwnan (145) jest rozwiazywany po zakonczeniu obliczen rownowagi
(do zbudowania wektora prawych stron ]2 konieczna jest znajomosS¢ rozwigzania rtOwnowagi w
danym kroku). Wida¢ wigc, ze rozwiazanie tego uktadu nie powinno by¢ czasochtonne, gdyz
macierz K w postaci jesli nie odwrdconej, to przynajmniej sfaktoryzowanej, jest dostgpna w
pamigci komputera na tym etapie analizy.

Jedynym problemem jest tu fakt, ze w iteracjach rownowagi uzywamy faktycznie przybli-
zone] — a nie doktadnej — macierzy K. Przyczyna jest brak symetrii niektérych cztonéw
tej macierzy. W procedurze faktoryzacji macierzy kazda asymetria jest powaznym czynnikiem
komplikujacym obliczenia — zwigkszajacym ich czasochtonno$¢ i wymagane zasoby pamigci.
Dlatego w iteracjach r6wnowagi postugujemy si¢ macierza z usunig¢tymi sktadnikami niesyme-
trycznymi, co nieznacznie zaburza szybkos$¢ zbieznosci procedury, ale nie rzutuje na doktadnos$¢é
ostatecznego wyniku.

W analizie wrazliwosci uzycie przyblizonej macierzy K wptywa na doktadno$¢ wynikow.
Przypominajac dyskusj¢ z sekcji 4.2 zwr6¢my jednak uwage, ze pomijane czlony niesyme-
tryczne w tej macierzy sa proporcjonalne do YAt, zatem ich wielkos$¢ zalezy od wyboru dtu-
gosci kroku czasowego. Pozwala to wysnu¢ wniosek, ze dla analiz prowadzonych z matymi
krokami czasowymi analiza wrazliwoSci prowadzona omawiang tu metoda da w wyniku do-
ktadne wyniki, jednak dla wigkszych krokéw (a takie sa pozadane w analizie r6wnowagi z
uwagi na czas obliczef) wyniki analizy wrazliwos$ci moga by¢ niedoktadne. Wéwczas jedyna
mozliwoscia jest zastosowanie metody réznic skoiiczonych.

Zat6zmy jednak, ze zastosowanie symetrycznego przyblizenia macierzy K jest wystarcza-
jaco doktadne dla celéw o ktérych tu méwimy. Z dotychczasowych rozwazan na temat nu-
merycznej analizy wrazliwosci widaé, ze zasadniczym zadaniem, wymagajacym czasu obli-
czeniowego i implementacji dedykowanych procedur numerycznych, jest zbudowanie wektora

(146)
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. . . oy . Rf . dREK .
prawych stron R, w réwnaniu (145). Zawiera on dwa istotne sktadniki, d d,{:“ i 4 ;;“5 , czyli

jawne pochodne wzglgdem parametru projektowego, odpowiednio, wektora obciazen wezto-
wych 1 siecznej macierzy lepkoSci. Nietrudno domysli¢ sig, ze ich wyznaczenie jest czaso-
chlonne i wymaga znacznej ingerencji w kod programu. Dlatego w programie NUMPRESS-
Flow zaniechano implementacji procedur Scistego wyznaczenia tych wielkosci, zastgpujac je
tzw. semi-analitycznym podejSciem do analizy wrazliwosci.

5.3 Semi-analityczne podejscie do analizy wrazliwo$ci. Algorytm rozwia-
zania

podobnie jak w analitycznej metodzie DDM, W omawianym podejsciu rozwigzywany jest
uktad (145), jednak jego prawa strona wyznaczana jest przy uzyciu wzoru réznicowego ana-
logicznego do (139), jednak nieco zmodyfikowanego, z uwagi na specyfike¢ definicji jawne;j
pochodnej (142). Mianowicie, jawne pochodne wystepujace we wzorze (146), wyliczane sa ze
wzoru
dRW 1
dh " oh
w ktérym wielkos¢ W* jest w kazdym kroku obliczeniowym wyliczana wedlug nastgpujacej
reguty:

[W*(h+dh) — W (h)], (147)

e wyniki z konca poprzedniego kroku, niezbedne do wyznaczenia W w obecnym kroku
(oznaczone we wzorach indeksem ™), sa wyliczone dla wartos$ci sperturbowanej parame-
tru h+dh,

e dane materialowe, geometryczne itp., zalezne od parametru h, uzyte w obliczeniach dla
obecnego kroku, sa uwzglednione réwniez dla wartosci sperturbowanej h+-dh,

e uogodlnione predkosci weztowe g sa wzigte z rozwigzania niesperturbowanego dla tego
kroku, czyli g(h)

Tak zdefiniowanego wyrazenia réznicowanego uzywamy do wyznaczenia wektora prawych

stron R (146). Warto zwrdci¢ uwage, ze nie jest niezbgdne odrgbne wyznaczanie pochodnych
2 N
dz,{:“ i % w wyrazeniu na R. Przywotujac definicj¢ wektora sit resztkowych r, stano-

wiacego wektor prawych stron w ukladzie rownan rozwiazywanych w iteracjach réwnowagi,
por. (119), i poréwnujac z postacig wektora R, tatwo skonstatujemy, ze

B dRer

= —. 14
R T (148)

Ostatecznie, algorytm rozwiazania zagadnienia tloczenia blachy wraz z analiza wrazliwoSci
parametrycznej przedstawia si¢ nastgpujaco.

1. Wczytanie danych, rezerwacja przestrzeni roboczej do obliczen.

(a) Utworzenie kopii przestrzeni roboczej do obliczen dla kazdego parametru projekto-
wego.

(b) Wprowadzenie perturbacji danych zaleznych od danego parametru projektowego w
kazdej z utworzonych przestrzeni roboczych.

2. Poczatek petli po krokach czasowych.
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3. Ustalenie warunkéw brzegowych w danym kroku (potozen narzg¢dzi, wartosci badanych
predkosci i przylozonych obciazen).

4. Poczatek petli iteracji rGwnowagi.
5. Utworzenie i rozwiazanie uktadu rownan rownowagi

(a) Utworzenie macierzy lepkosci K 1 wektora sit resztkowych r (119)—(120).

(b) Rozwiazanie ukitadu (118); zachowanie w pamigci sfaktoryzowanej macierzy
uktadu.

(c) Aktualizacja wektora q,

(d) Sprawdzenie kryterium zbieznosci; jesli niespetnione — powtdrzenie p. 5.
6. Poczatek petli po parametrach projektowych.
7. Utworzenie i rozwiazanie uktadu réwnan wrazliwosci (145).

(a) Utworzenie wektora sit resztkowych r (dla sperturbowanego parametru h, ale dla
niesperturbowanego wektora q); wyznaczenie wektora R, por. (147), (148).

(b) Rozwiazanie uktadu (145) przy zyciu sfaktoryzowanej macierzy K

(c) Ponowne wywotanie procedury na wektora sit resztkowych r, tym razem dla sper-
turbowanego wektora g, w celu wyznaczenia wrazliwosci réznych wielkosci zalez-
nych od g (naprgzenia, grubosci, itp.).

(d) Aktualizacja sperturbowanych przemieszczen, potozen weztdw, oraz konstytu-
tywnych parametréw wewngtrznych, niezbednych do procedowania w nastgpnym
kroku.

8. Koniec petli po parametrach projektowych; ew. powrét do p. 6.

9. Aktualizacja przemieszczen, polozen weztéw, oraz konstytutywnych parametrow we-
wnetrznych, niezbednych do procedowania w nastgpnym kroku.

10. Koniec petli po krokach czasowych; ew. powr6t do p. 2.

6 Praktyczne wskazowki do korzystania z programu

6.1 Wywolanie programu i pliki we/wy

Jak wspomniano we Wstepie, Program NUMPRESS-Flow stanowi jeden z dwéch modutéw
analitycznych systemu NUMPRESS. Wywotanie programu NUMPRESS-Flow podobnie jak
bliZzniaczego programu analitycznego NUMPRESS-Explicit jest mozliwe na dwa sposoby: z
poziomu programu NUMPRESS-Explore i z tzw. wiersza polecen systemu. W pierwszym
przypadku wywotania sa automatycznie sterowane przez modut stuzacy do uruchamiania kon-
troli zadan analizy optymalizacji i niezawodnoSci. Modut analityczny jest wowczas wywoty-
wany wielokrotnie, a program wywotujacy go kontroluje warto$ci perturbowanych parametrow
projektowych w plikach wejsciowych uruchamianych zadan oraz analizuje wyniki tych zadan.
Uzytkownik znajduje si¢ wowczas w komfortowej sytuacji, gdyz — poza podaniem nazwy
katalogu, w ktérym umieszczane beda pliki robocze — nie musi martwic si¢ o szczegdly ,,tech-
niczne” uruchomienia programu.
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Zanim jednak bedzie mozliwe efektywne skorzystanie z modutu NUMPRESS-Explore, ko-
nieczne jest przynajmniej kilkukrotne ,,rgczne” wywotanie programu, ktérego celem jest upew-
nienie si¢, ze analizowany model jest rzeczywiscie tym modelem, o ktéry chodzi (tj. nie za-
wiera btedow w danych), oraz czy jest on odpowiednio skalibrowany (tj. obliczenia sg sta-
bilne). Tylko wtedy mozemy bowiem zapewni¢ wiasciwe wykonanie analiz dostgpnych w mo-
dule NUMPRESS-Explore — kazde bowiem ,,zawieszenie” modutu analitycznego w trakcie
tych analiz moze doprowadzi¢ do niepowodzenia calego zadania analizy optymalizacji lub nie-
zawodnosci.

Uzytkownik moze ponadto wywota¢ program NUMPRESS-Flow bez intencji uruchamiania
zadan optymalizacyjnych lub niezawodnosciowych, po prostu w celu przeprowadzenia poje-
dynczej analizy rOwnowagi.

Aby wykona¢ jednorazowq analiz¢ programem NUMPRESS-Flow, nalezy wykona¢ naste-
pujace czynnosci.

Przygotowanie pliku wejsciowego

Plik wejSciowy, posiadajacy nazwe z roszerzeniem ".xml", powinien zawieraC petny opis mo-
delu obliczeniowego, wyrazony w formacie opisanym w dokumencie ,, NUMPRESS — Opis
formatu pliku wejsciowego” (wspdlnym dla obu blokéw analitycznych, NUMPRESS-Explicit i
NUMPRESS-Flow). Plik ten mozna utworzy¢ samodzielnie, korzystajac z instrukcji we wspo-
mnianym dokumencie, albo wygenerowac automatycznie korzystajac z preprocesora danych
zaopatrzonego w odpowiedni interfejs. W standardowej wersji program NUMPRESS jest sko-
relowany z preprocesorem GiD, rozwijanym w CIMNE w Barcelonie, ktéry zotat wyposazony
w interfejs umozliwiajacy eksportowanie modeli obliczeniowych w formacie zgodnym z pli-
kiem wejSciowym naszego systemu.

Przygotowanie katalogu analizy

Plik wejSciowy nalezy umiesci¢ w katalogu, w ktérym nastgpnie beda tworzone rézne pliki
tymczasowe zwigzane z obliczeniami oraz pliki wyjSciowe, zawirajace wyniki obliczef oraz
informacje kontrolne dotyczace ich przebiegu. Katalog ten nie powinien pokrywac si¢ z zadnym
z katalogéw, utworzonych przez program w trakcie instalacji, w szczeg6lnosci nie powinien
to by¢ katalog z przyktadowymi plikami wejSciowymi. Doradzamy korzystanie z wtasnego
katalogu, utworzonego z mysla o wykonywaniu obliczen.

Uruchomienie réznych zadan z tego samego katalogu nie powinno powodowac zadnych
niepozadanych interferencji, o ile tylko zadania maja ré6zne nazwy systemowe. Nazwa sys-
temowa zadania jest ciag znakOw w nazwie pliku wejSciowego poprzedzajacy rozszerzenie
".xml". Uwaga! nazwa systemowa nie moze zawierac¢ znakow innych niz ASCII, w szczegol-
nosci polskich akcentow i ogonkow, nawet jezeli system operacyjny na to zezwala!.

Uruchomienie analizy

W celu uruchomienia analizy nalezy uruchomié wiersz polecen i przejs¢ do katalogu analizy.
Nastgpnie w wierszu polecef nalezy wpisa¢ nazwe pliku binarnego programu (wraz ze $ciezka
do katalogu w ktérym zainstalowano program, np. w instalacjach MS Windows jest to zazwy-
czaj [katalog_instalacji]\bin\NFlow.exe a w linuksowych [katalog_instalacji]/bin/NFlow.x),
spacje oraz nazwe systemowa zadania. Np. jezeli w systemie Windows program zostat zainsta-
lowany w katalogu C:\NUMPRESS a plik wejSciowy ma nazwe blotnik_lewy4.xml, to wywo-
tanie programu ma postac
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C:\NUMPRESS\bin\NFlow.exe blotnik_lewy4

Kontrola przebiegu obliczen i analiza wynikow

W trakcie wykonania programu tworza si¢ w katalogu analizy pliki, ktérych nazwy sktadaja si¢
z nazwy systemowej zadania i r6znych rozszerzen po kropce.

Plik z rozszerzeniem .msg zawiera komunikaty w formacie tekstowym wysytane przez pro-
gram w trakcie analizy. W szczegdlnosci sa tam informacje na temat zbieznoSci procedur ite-
racyjnych w poszczegdlnych krokach czasowych, a takze wartosci zmiennych monitorowanych
w trakcie analizy (zdefiniowanych w bloku TRACK w pliku wejSciowym).

Plik z rozszerzeniem .o, réwniez w formacie tekstowym, zawiera echo wczytanych danych
oraz wyniki liczbowe, ktorych wydruku uzytkownik zazadat w bloku OUTPUT w pliku wej-
Sciowym.

Pliki z rozszerzeniem .flavia.msh 1 .flavia.res to pliki tekstowe zawierajace wyniki w for-
macie przygotowanym dla postprocesora graficznego GiD. Pierwszy z nich zawiera tylko dane
dotyczace siatki elementéw skoficzonych. Drugi zawiera wyniki.

Ponadto, w trakcie wykonywania programu, w katalogu uzytkownika pojawiaja si¢ rézne
pliki tymczasowe o nazwach zaczynajacych si¢ od @, ktdre sa nastgpnie usuwane przed za-
koniczeniem dziatania programu. Moga one jednak pozostaé¢ w katalogu w przypadku niepra-
widtowego zakonczenia jego dziatania — wowczas mozna je bez obawy usunaé we wlasnym
zakresie.

Pliki wyjSciowe zawieraja opisy w jezyku angielskim. Wynika to po pierwsze z duzego upo-
wszechnienia angielskojezycznej terminologii dotyczacej np. nazw wielkosci mechanicznych,
a po drugie z wymogow tatwej przenaszalnosci kodu pomigdzy réznymi systemami, ktéra jest
zwykle wrazliwa na obecno$¢ polskich liter w plikach kodu numerycznego.

Uzytkownik decyduje o czgstotliwosci i zakresie wynikéw, ktére maja by¢ drukowane do
plikow wyjsciowych w kazdym z etapéw analizy, zadajac wartosci odpowiednich parametréw
w blokach TRACK i OUTPUT pliku wejsciowego. W pierwszym z nich podaje si¢g numery wy-
branych elementéw i/lub weztow, dla ktorych do pliku z rozszerzeniem .msg drukowane sa na
biezaco (czyli na koncu kazdego kroku czasowego) wartoSci wybranych zmiennych. Pozwala
to na monitorowanie w trakcie analizy pewnych kluczowych parametréw. Uzytkownik moze
wybraé¢ maksymalnie 4 takie wezly i/lub 4 elementy.

W bloku OUTPUT podaje si¢ czestotliwoS¢ wydrukéw w trakcie analizy oraz rodzaje
zmiennych, ktérych wartosci wynikowe maja znaleZ¢ si¢ w plikach wyjsSciowych z rozszerze-
niem .o 1 .flavia.res. Wyniki drukowane sa do tych plikéw dla wszystkich weziéw/elementéw
modelu, ktérych dotyczy dana zmienna (np. sily reakcji dla wszystkich weziéw czesci odksztat-
calnych, czyli tloczonej blachy, i dla wszystkich czgSci sztywnych, czyli ttocznikéw, nato-
miast np. lokalna grubos¢ czy sktadowe uogélnionego odksztatcenia — dla wszystkich punktéw
Gaussa elementow blachy).

Czestotliwos¢ wydrukow jest zdefiniowana liczba catkowita — np. podanie warto$ci n spo-
woduje ze w danym etapie analizy pelen zestaw wynikéw zostanie wydrukowany n-krotnie
w réwnych odstepach czasu analizy®, przy czym ostatni z tych wydrukéw dotyczy koncowe;
chwili obliczen. Podanie wartosci zerowej skutkuje zablokowaniem wydruku wynikéw, nato-
miast warto$§¢ —1 oznacza zadanie wydruku po kazdym kroku czasowym. Wyniki sa drukowane
z ta samg czestotliwoscia (i dla tych samych zmiennych) do plikéw .o 1 .flavia.res.

®Nie zawsze te odstepy sa idealnie réwne — jesli koniec kroku czasowego w obliczeniach nie pokrywa sie z
odpowiednim punktem na osi czasu, wynikajacym z podzielenia catego czasu obliczeii na n réwnych interwatéw,
wowczas drukowane wyniki dotycza chwili czasowej odpowiadajacej konicowi kroku zawierajacego ten punkt
czasowy, a wigc chwili nieco poZniejszej niz przewidywana.
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Jesli chodzi o wyb6r rodzajéw zmiennych, ktére maja by¢ drukowane (dotyczy to zaréwno
bloku TRACK jak i OUTPUT), uzytkownik ma do wyboru 8 grup zmiennych, co do ktérych
musi wybra¢ jedng z wartosci YES (drukuj) albo NO (nie drukuj). Ponizej podano opis zmien-
nych drukowanych w kazdej z grup.

POSITION — aktualne potozenia weztow blachy i czgsci sztywnych,
VELOCITY — predkosci (liniowe i katowe) weztéw blachy i czgsci sztywnych,
REACTION — sily i momenty reakcji w weztach blachy i na czesciach sztywnych,

CONTACT — warunki kontaktu (wartoSci penetracji) w weztach blachy, o ile znajduja si¢ w
kontakcie z narzedziami,

STRESS — naprezenia uogélnione (sity 1 momenty) w punktach Gaussa elementéw blachy,
ponadto wartoSci efektywnego naprezenia (Hubera—Misesa) na powierzchni Srodkowe;,
réwniez w punktach Gaussa elementéw blachy,

STRAIN — odksztalcenia uogélnione (membranowe i krzywizny) w punktach Gaussa elemen-
tow blachy, ponadto wartosci efektywnego odksztalcenia plastycznego na powierzchni
Srodkowej (tylko w punktach w ktérych nie nastapito uaktywnienie plastycznego ptynig-
cia), oraz wartosci odksztatcen gtéwnych na tejze powierzchni (tylko plik z rozszerze-
niem .0), réwniez w punktach Gaussa elementow blachy,

STRAINRATE — predkos¢ odksztalcenia uogélnionego (membranowego i krzywizn) w punk-
tach Gaussa elementéw blachy, ponadto wartosci predkosci efektywnego odksztalcenia
plastycznego na powierzchni Srodkowej, rowniez w punktach Gaussa elementow blachy,

THICKNESS — grubos¢ blachy i odksztatcenie poprzeczne (tylko plik z rozszerzeniem .0) w
punktach Gaussa elementéw blachy.

Warto zwrdéci¢ uwage, ze ze wzgledu na specyfike interfejsu programu GiD w pliku .flavia.res
zastosowano nieco inng organizacj¢ danych, niz w pliku .o, widoczna np. w przypadku wartosci
gtéwnych réznych tensoréw (GiD oblicza je we wlasnym zakresie). Zmieniono tez nazewnic-
two niektérych zmiennych, co wynika z faktu, ze w programie GiD standardowo oznacza si¢
przez x,y, z wspétrzedne uktadu globalnego, a przez wskazniki 1,2,3 — kierunki uktadu lokal-
nego (czyli odwrotnie niz w niniejszym podrgczniku). Nalezy mie¢ to na uwadze aby uniknaé
nieporozumien w interpretacji niektorych oznaczen.

Pelna analiza wynikéw wymaga zazadania jak najwigkszego ich zakresu do wydruku. Duza
czgstotliwo$¢ wydrukéw pozwala na wizualizacje wynikéw w formie animacji. Nalezy jednak
pamigtaé, ze wyniki, zwlaszcza w formacie tekstowym, zajmuja duzo miejsca na dysku, za$
procedura wydruku do zewngtrznego pliku jest czasochtonna. Z tych powodéw rekomendujemy
oszczgdne korzystanie z omawianych opcji kontroli wydruku wynikow.

6.2 Doboér parametréw numerycznych a stabilno$é i dokladnosé obliczen

Tworcy programu NUMPRESS-Flow dotozyli duzych staran, aby dziatat on poprawnie i sta-
bilnie. Jednak w modelowaniu zagadnien ttoczenia blach problemy z odpowiednia kalibracja
modelu, a wigc wlasciwym doborem parametréw o charakterze numerycznym, moga by¢ przy-
czyng klopotéw ze zbieznoScia procedur lub z niedostateczna doktadnoscia wynikéw. Dobor
wartoSci tych parametrow ma tez istotny wptyw na czas obliczen, tj. dtugos¢ kroku czasowego,
przy ktdrej mozliwe jest uzyskanie stabilnego i doktadnego rozwiazania.
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W pliku wejsciowym, oprdcz tatwych do zdefiniowania parametréw geometrycznych, ma-
teriatowych i opisujacych warunki brzegowe, napotykamy réwniez parametry o charakterze
numerycznym, ktérych wartosci nie sa oczywiste dla uzytkownika programu, zwtaszcza, jesli
nie ma on do§wiadczenia w przeprowadzania tego typu analiz. Nalezg do nich m.in. wspétczyn-
niki kary " i € w procedurze analizy kontaktu, oméwione w sekcji 3.5, minimalna predkosé
odksztalcen plastycznych é (p. sekcja 2.3), a takze dlugos¢ kroku czasowego At czy tolerancje
zakonczenia iteracji. Nierzadko nie ma tez pewnosci co do niektérych trudnych do zmierze-
nia parametréw materialowych, zwlaszcza tych dotyczacych lepkosci (v, n), a takze czasow
narastania t,., 1 opadania t4.., skokowego impulsu funkcji obciazenia w czasie. Tymczasem
wartoSci tych parametréw w decydujacym stopniu wplywaja na stabilnosS¢ obliczen.

Nie ma uniwersalnej recepty na prawidlowa kalibracj¢ modelu. Z tego tez powodu nie jest
mozliwe optymalne i bezblgdne ustawienie wartosci tych parametréw przez program. Trzeba
tu polega¢ na pewnych oszacowaniach, a przede wszystkim na wlasnym doswiadczeniu. W
niektorych sytuacjach konieczne jest zastosowanie metody prob i blgdéw — przez wielokrotne
uruchamianie zadania z r6znymi parametrami. Niniejsza sekcja zawiera wskazowki, jakimi
powinien kierowaé si¢ uzytkownik, aby zapewni¢ mozliwie najlepszy dobér tych parametréw
dla swojego modelu obliczeniowego.

Krok czasowy

Im dluzszy krok czasowy, tym krétsze obliczenia, jednak tym wigksza szansa, ze procedura
iteracji rownowagi nie bedzie zbiezna. Przypomnijmy tu, ze w procedurze Newtona—Raphsona
postugujemy sie macierza tylko w przyblizeniu styczna, za§ pomijane cztony odpowiedzialne
za t¢ niedoktadno$¢ sa w wigkszosci proporcjonalne do At¢. Wartosci innych oméwionych
nizej parametrow w znaczacy sposob wplywaja na wartos¢ krytycznej dtugosci kroku, przy
ktérej zbiezne obliczenia sa mozliwe. Ponadto wartoS¢ ta moze si¢ zmienia¢ w trakcie analizy.
Dlatego zalecane jest uzycie opcji zmiennej dtugosci kroku czasowego, przy ktorej program na
biezaco dostosowuje ja do sytuacji.

Tolerancje zakonczenia iteracji

W procedurze iteracji réwnowagi wartosci norm wektoréw przyrostu rozwigzania (predkosci
weztowych) i1 przyrostu sit weztowych powinny zbiegac do zera. W kolejnych iteracjach pro-
gram poréwnuje te wartosci z warto$ciami referencyjnymi — normami odpowiednio catko-
witych predkoSci weztowych i sit reakcji. Jesli proporcja migdzy norma przyrostu a norma
wartoSci referencyjnej jest w obu przypadkach mniejsza niz zadana tolerancja, iteracje zostaja
zakonczone. WartosSci tolerancji powinny by¢ wigc wystarczajaco mate, aby zapewni¢ zadang
doktadnos¢ obliczen, jednocze$nie wystarczajaco duze, aby procedura iteracyjna w kazdym
kroku czasowym nie wydtuzata si¢ w stopniu nieracjonalnym. Sugerowana (i domys$lna) war-
tos¢ obu tolerancji to 0,005.

Wspétczynniki kary

Wspdlczynnik €" jest sztucznie wprowadzong ,,sztywnoscia warstwy kontaktowej” na lokalne
sity normalne. Aby ustali¢ jego warto$¢, powinniSmy znac typowe sity reakcji normalnych
dziatajace na wezly pozostajace w kontakcie z narzgdziami. Faktyczng warto$¢ tych sit znamy
dopiero po przeprowadzeniu analizy — mozemy wyczytac ja z pliku wynikowego lub z odpo-
wiednich wizualizacji w postprocesorze. Wstepne oszacowanie ich wartosci jest mozliwe na
podstawie wartosci sit dzialajacych na dociskacz — trzeba tylko podzieli¢ je przez przyblizona
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liczbe weztéw blachy pod dociskaczem (przewidujac jej czgSciowe wysunigcie si¢ spod doci-
skacza). Trzeba jednak pamigtaé ze zwlaszcza w przypadku ttoczenia z progami ciagowymi
rzeczywiste reakcje moga by¢ znacznie wigksze niz te pod dociskaczem.

Analiza wynikéw dotyczacych dokladnoSci analizy kontaktu pozwala na weryfikacje war-
toSci wspotczynnika €. Jesli wartoSci penetracji przekraczaja ok. 0,1 grubosci blachy, oznacza
to, ze wspolczynnik kary ma za mata wartosc.

Z drugiej strony nalezy przestrzec przed nadmiernym zwigkszaniem wartoSci tego wspot-
czynnika. Prowadzi to do ztego uwarunkowania macierzy wspétczynnikéw uktadu i probleméw
zaréwno ze zbiezno$cia jak i doktadnoscia.

Wartos¢é wspétczynnika €' jest trudna do oszacowania. Mozna ja jedynie zweryfikowaé na
podstawie analizy wynikéw dotyczacych kontaktu. Wsréd weztéw pozostajacych w kontakcie
program wylicza liczbe tych z tarciem rozwinigtym (SLIP) 1 tych z tarciem nierozwinigtym
(STICK). To ostatnie moze wystgpowac tylko w tych rejonach blachy, ktérych ruch jest zni-
komy (np. pod dociskaczem o bardzo duzej sile nacisku lub na zakrzywieniu narzedzia tak du-
zym, ze praktycznie blokuje poslizg blachy). Zasadniczo wszystkie pozostale wezty powinny
mie¢ poslizg rozwinigty. Jesli liczba weztow z etykieta STICK jest za duza, lub widaé, ze taka
etykiet¢ maja wezty doznajace istotnych predkosci poslizgu, nalezy zwigkszy¢ warto$¢ wspot-
czynnika ¢'. Podobnie jednak, jak w przypadku ", nie nalezy zwieksza¢ go nadmiernie, gdyz
moze to powodowac problemy ze zbieznoscia.

Warto wspomnieé, ze wybor regularyzacji tarcia funkcja tanh zwykle polepsza zbiezno$¢ w
stosunku do regularyzacji funkcja liniowa, chociaz nieznacznie zwigksza czas obliczen.

Minimalna predkos$¢ odksztalcenia

Parametr ¢ powinien odpowiada¢ minimalnej predkosci odksztatcenia, przy ktérej w danym
zadaniu nastepuje plastyczne plyniecie materiatu. Jest to trudne do oszacowania, w istocie
bowiem o przejsSciu materialu w stan ptynigcia decyduje wartoS¢ naprezenia, ktéra mozna prze-
liczy¢ ze wzoréw sprezystosci na wartoS¢ absolutna odksztalcenia. Parametr ten ma kluczowe
znaczenie dla zbieznos$ci — z tego punktu widzenia zalezy nam na jak najwigkszej jego war-
tosci. Jednak ogladajac wyniki nalezy zwr6ci¢ uwage na warto$ci maksymalnego catkowitego
odksztatcenia w elementach, w ktérych predko$¢ odksztalcenia nie osiagneta jeszcze ¢. Nie
powinna ona by¢ wigksza niz ok. 0,01, cho¢ mozna zaakceptowac wigksze wartosci w ele-
mentach znajdujacych si¢ pod dociskaczem, gdzie materiat blachy nie ulegt jeszcze znacznym
ugigciom (ten rejon arkusza blachy ma zwykle mniejsze znaczenie dla inzyniera i ewentualna
niedoktadnos¢ rozwiazania w tym obszarze zwykle uwaza si¢ za dopuszczalng).

Wspoétczynnik lepkosci materiatu

W analizach proceséw ttoczenia innymi metodami niz predkosSciowa lepko$¢ materiatu zwy-
kle jest pomijana i stosuje si¢ modele sprezysto-plastyczne. W programie NUMPRESS-Flow
nieuwzglednienie tych efektow w zasadzie zawsze prowadzi do rozbieznoSci rozwigzania. Nie-
wiele jest jednak wiarygodnych danych pozwalajacych na doktadne okreslenie wspétczynnika
lepkosci ~y dla metali w procesie tloczenia. Np. dla réznych typéw stali, w podrgcznikach
podaje sie zwykle wartosci rzedu 100 s~!, (dla modelu lepkoplastycznosci Perzyny). Wsp6t-
czynnik ten, jakkolwiek bgdacy stata materiatowa, jest wigc tez w jakims stopniu parametrem
numerycznym, ktérego wartos¢, zadana w pliku wejSciowym, rzutuje na zbieznoS¢ rozwigzania.

Doswiadczenie uczy, ze w metodzie predkosciowej zbieznos¢€ jest zasadniczo tym lepsza,
im wigksze zré6znicowanie poziomu naprezen w réznych punktach blachy. W analizie proce-
sOw sprezysto-plastycznych to zréznicowanie zwykle nie jest wielkie — w wigkszosci punktéw
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blachy naprg¢zenie Hubera—Misesa o jest wtedy po prostu réwne chwilowej lokalnej wartosci
granicy plastycznosci, ktéra — nawet w przypadku wzmocnienia — nie ulega duzym zmia-
nom. W warunkach lepkoplastycznosci natomiast takie zréznicowanie mozna uzyskaé¢ zmniej-
szajac wartoS¢ wspotczynnika v (czyli zwigkszajac wptyw efektow lepkich, podwyzszajacych
chwilowa wartoS¢ naprezenia w zaleznoSci od predkosci odksztalcenia). Mozna przyjaé, ze je-
§li zadanie jest niezbiezne lub zbiezne bardzo powoli (tj. tylko przy bardzo krétkich krokach
czasowych) i nie potrafimy na to nic poradzi¢ modyfikujac oméwione dotychczas parametry,
to z pewnoscia mozemy uzyska¢ dobra zbiezno$¢ zmniejszajac konsekwentnie (az do skutku,
chocby o kilka rzgdéw wielkoSci) wartoS¢ parametru .

Takie postgpowanie ma jednak swoja ceng — znaczny wzrost wartosci naprezen w punk-
tach arkusza blachy, nieraz do wysokosci zupetnie niefizycznych. Wzrost ten jest przy tym
nieliniowy — np. 10-krotne zmniejszenie wartosci v powoduje zwigkszenie wartosci napre-
zen w znacznie mniejszej proporcji. Pozornie nie powinno to mie¢ dla uzytkownika znaczenia
— z punktu widzenia inzyniera analizujacego proces tloczenia blachy naprezenia maja dru-
gorzedne znaczenie; najwazniejsze sa odksztalcenia, ktére akurat przyjmuja podobne wartosci
przy réznych warto$ciach v. W tym sensie nawet duze zmiany wartoSci wspotczynnika lepkosci
nie obnizaja jakosci i wiarygodnosci wynikéw. Jednak w tym sposobie myslenia jest putapka:
zwigkszone wartos$ci naprezen to jednoczesnie zwigkszone reakcje na powierzchniach narzedzi.
Tym samym konieczne jest zwigkszenie np. sit przytozonych na dociskaczu, ktére w zwiazku z
tym powinny by¢ odpowiednio przeskalowane w proporcji do nowego poziomu sit wewnetrz-
nych w materiale. Podobnie moze okazac¢ si¢ konieczne zwigkszenie wspotczynnikéw kary e”
w analizie kontaktu. Uzytkownik moze si¢ o tym tatwo przekonaé, zmniejszajac np. 5- czy
10-krotnie warto$¢ v w ktéorymkolwiek z przyktadow testowych i obserwujac podnoszenie sig¢
blachy pod dociskaczem w trakcie procesu oraz analizujac wartoSci penetracji na pozostatych
narzedziach.

Reasumujac, zmniejszanie wartoSci wspoiczynnika v jest bodaj najskutecznejszym (i cza-
sami jedynym) sposobem poprawienia zbieznoSci rozwiazania, jednak réwniez najbardziej
brzemiennym w niepozadane skutki.

Warto zwréci¢ uwage, ze podobny (cho¢ niekoniecznie identyczny) efekt mozna uzyskac
zwigkszajac predkos¢ ttoczenia w modelu. Stad ptynie ogdlny wniosek, ze analiza predko-
Sciowa, jakkolwiek bardzo przydatna do optymalizacji procesOw tloczenia (z uwagi na swoja
mnata czasochtonnos$¢), moze nie sprawdziC si¢ przy optymalizacji wspomnianego parametru
procesu tloczenia, gdyby zbiezna analiza nie byta mozliwa przy rzeczywistej jego wartosci.

7 Przyklady obliczeniowe

W niniejszej sekcji zaprezentowane sa wyniki wybranych przyktadéw numerycznych reali-
stycznych procesow ttoczenia blach policzonych programem NUMPRESS-Flow.

7.1 Benchmark Numisheet’93

Przedmiotem analizy jest tloczenie prostopadtosciennej miski o zaokraglonych krawedziach,

znanej jako benchmark z konferencji Numisheet’93 [6]. Arkusz blachy ma poczatkowy ksztatt

kwadratu o boku 150 mm. Geometria narz¢dzi przedstawiona jest na rys. 8. Sita przytozona na

dociskaczu jest rowna 2 tony (19600 N), zas predkos¢ ttoczenia jest réwna 0.2 m/s.
Rozpatrywane sgq dwa przypadki ttoczenia:

e blacha aluminiowa, grubos$¢ 0.81 mm, glebokos¢ ttoczenia 15 mm; przyjeto nastepujace
state materiatowe: wspotczynnik tarcia 0.162, state sprezyste £ = 71 GPa, v = 0.33,
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Rysunek 8: Geometria narzgdzi i arkusza blachy dla tloczenia prostopadtosciennej miski [6],
wymiary w milimetrach; szarym kolorem zaznaczono siatk¢ elementéw skonczonych
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Rysunek 9: Geometria wytloczki z rozktadem grubos$ci blachy dla ttoczenia: (a) blachy alumi-
niowej, (b) blachy stalowej

funkcja wzmocnienia w réwnaniu (4) dana wzorem

oy (€) = 576.79 - (0.01658 + €)°* [MPa]

e blacha stalowa, grubos¢ 0.78 mm, giebokos¢ ttoczenia 40 mm; przyjeto nastgpujace stale
materiatowe: wspotczynnik tarcia 0.144, state sprezyste £ = 206 GPa, v = 0.30, funkcja
wzmocnienia w rOwnaniu (4) dana wzorem

oy (€) = 565.32 - (0.007117 + €)>*** [MPa]

W obu przypadkach pominigto anizotropi¢ materiatu.

Dla przysSpieszenia obliczef analizowano symetryczna ¢wiartke uktadu blacha—narzedzia.
Blacha zostata zdyskretyzowana za pomoca 800 (siatka rzadka, rys. 8) oraz 5000 (siatka
gesta) elementéw tréjkatnych typu DKT. Zgodnie z metoda obliczer przyjeta w programie
NUMPRESS-Flow uwzgledniono zjawiska lepkoplastyczne wedlug modelu Perzyny ze wspoét-
czynnikiem v = 100 s™! i wykladnikiem n = 1. Warto$¢ wspélczynnika ¢ w réwna-
niu (22) przyjeto jako 0.0003 dla ttoczenia blachy aluminiowej 1 0.0005 dla stalowej. War-
toSci wspotczynnikoéw kary w analizie kontaktu przyjeto odpowiednio jako € = 10000 N/mm
i €® = 1000 Ns/m dla wszystkich analiz.

Geometria wytloczki dla siatki rzadkiej wraz z naniesionym rozktadem grubos$ci zostata
przedstawiona dla obu przypadkéw tloczenia na rys. 9 (przedstawiono cata wytloczke, a nie
tylko symetryczng ¢wiartke, dla siatki rzadkiej).

Rys. 10 przedstawia wykresy odksztatcenia €33 (czyli wydtuzenia w kierunku poprzecznym)
wzdtuz linii OA i OB (p. rys. 8) dla analizowanych przypadkéw ttoczenia. Na wykresach
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Rysunek 10: Wykresy odksztalcenia £33 (wzglgdna zmiana grubosci) zmierzonego wzdtuz linii
OA i OB arkusza blachy (p. rys. 8). Dane do§wiadczalne wg [6]

naniesiono rowniez wyniki badan eksperymentalnych [6], przy czym pomiary do§wiadczalne
dla linii OA 1 OC, rézniace si¢ z uwagi na faktyczng anizotropi¢ blachy, usredniono.

Pomimo widocznych réznic ilo§ciowych migdzy wynikami numerycznymi o do§wiadczal-
nymi, mozna uznaé ze przeprowadzone symulacje numeryczne dobrze odzwierciedlaja zjawi-
ska mechaniczne zachodzace w deformowanym arkuszu blachy.

7.1.1 Test Nakazimy

Przedmiotem analizy jest ttoczenie arkusza blachy o poczatkowym ksztalcie kota za pomoca
sferycznego stempla. Jest to zadanie powszechnie znane jako tzw. test Nakazimy. Widok geo-
metrii pokazany jest na rys. 11. Blacha ma grubo$¢ 1 mm, promien 80 mm 1 wykonana jest ze
stali o statych sprezystych &£ = 206.8 GPai v = 0.29 oraz o funkcji wzmocnienia (4) danej

WZOorem
oy(e) =512 (0.011412 + &)°** [MPa].

Na dociskaczu przytozono sif¢ 1 tony.

Celem testu jest pokazanie, jak wspotczynnik tarcia na powierzchni styku stempla i blachy
wplywa na pojawienie si¢ ekstremalnego przewegzenia blachy. Obserwacje elsperymentalne
wskazuja, ze dla bardzo malego tarcia (uzyskanego poprzez zastosowanie smarowania) bla-
cha ma ekstremalne przewezenie na Srodku, czyli w miejscu styku z wierzchotkiem stempla.
Stopniowe zwigkszanie tarcia przesuwa lokalizacj¢ przewezenia na obwdd pewnego okregu o
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Stempel

Rysunek 11: Test Nakazimy: geometria

Rysunek 12: Test Nakazimy: lokalizacja pgknigcia w eksperymencie ttoczenia w zaleznoSci od
poziomu tarcia; od lewej: tloczenie z warstwa teflonu (lokalizacja centralna), folii polimerowe;]
(lokalizacja obwodowa, maty promien) i bez smaru (lokalizacja obwodowa, duzy promien)

narastajacym promieniu. Widac to na rys. 12, gdzie pokazano lokalizacj¢ pgknigcia nadmiernie
przewgzonej blachy w zaleznosci od poziomu tarcia.

Sporzadzono model numeryczny zadania, w tym siatk¢ MES arkusza blachy i narzedzi. Po-
niewaz matryca i dociskacz zawieraja na prog ciagowy w ksztatcie okregu o promieniu 55 mm,
przy modelowaniu przyjeto upraszczajace zalozenie, ze czg¢S¢ blachy znajdujaca si¢ na zewnatrz
progu nie ulega deformacji. Ograniczono si¢ zatem do modelowania kotowego fragmentu ar-
kusza blachy o §rednicy 55 mm, utwierdzonego na calym obwodzie.

Przeprowadzono seri¢ symulacji procesOw tloczenia realizowanych z réznymi predkoSciami
i dla r6znych warto$ci wspotczynnika tarcia na powierzchni styku blachy i narzedzi. Na rys. 13
przedstawiono wykresy zaleznosci odksztalcenia €33, opisujacego wzgledna zmiang gruboSci
blachy w funkcji promienia. Na rys. 14 przedstawiono ponadto rozktady grubosci dla tloczenia
z predkoScia 1 m/s 1 trzech wartoSci wspétczynnika tarcia. Na rysunkach widoczny jest efekt
przesuwania si¢ strefy minimum grubosci (a wigc rowniez wartosci €33) od Srodka blachy wraz
ze wzrostem wspélczynnika tarcia. Efekt ten jest widoczny dla réznych wartoSci predkosci
ttoczenia.

Wyniki poréwnano z pomiarami eksperymentalnymi. Niestety trudno jest ustali¢ rzeczy-
wista wartoS¢ wspoétczynnika tarcia w tym eksperymencie. Inny problem jest z predkosScia
tloczenia, ktéra w eksperymencie byta zbyt wolna, aby mozna bylo uzyska¢ sensowne wyniki
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Rysunek 13: Test Nakazimy: wykresy e33(r) otrzymane z eksperymentu i z symulacji nume-
rycznych dla réznych predkosci tloczenia i wspétczynnikdw tarcia

przy uzyciu modelu lepkoplastycznego, uzywanego w programie NUMPRESS-Flow. Stad przy
poréwnywaniu wynikéw numerycznych z eksperymentalnymi, niezbgdne jest przeprowadzenie
serii testow z réznymi warto$ciami tych parametrow.
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Rysunek 14: Test Nakazimy: numeryczne rozktady grubosci wyttoczki dla réznych wspétczyn-
nikéw tarcia; predkos¢ ttoczenia 1 m/s
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